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　An 　analytical 　verification 　was 　conducted 　concerning 　the　propriety 　Qf 　the　method 　which 　is　called
J−integral　equivalent 　Dugdale　 model 　here．　 The　present　model 　can 　be　analyzed 　based　 on 　linear
elasticity 　by　means 　of　substituting 　Dugdale　model 　with 　the　same 　J−integral　value 　for　any 　relation

between　 cohesive 　force　 and 　 crack 　opening 　displacement　in　the　 cohesive 　fQrce　 model ．　 Since　 the
cohesive 　force　model 　is　a　non ・linear　elastic 　one ，　 a　load−displacement　 curve 　 after 　cracking 　 must

agree 　with 　a　curve 　which 　links　cracking 　points　for　different　pre・crack 　Iengths．　 As　the　result 　of 　the
analytical 　 verification ，　 a　good　 agreement 　between　them 　 was 　obtained 　 considering 　the　errors 　 of

Dugdale　model 　analyses ，

　KegWOizlS： C・hesive　force　m ・del，　Dttgdale　m ・del，　 J −integrat，　 crack 　・Pening　disPlacement，　 crack 　m 。uth

　　　　　　 disPlacement

　　　　　　 結合力 モ デ ル ，Dugdale モ デ ル ，」積分 ，き裂開 口 変位，き裂 口 変位

1．は じめ に

　 コ ン ク リートの 引張破壊過 程 の 特徴 が，主 ひ び割れ 先

端前方 で の マ イク ロ ク ラ ッ ク の 累進的発生 に 起因 し た 破

壊過程域 （fracture　process　zone ）の 局所化 に あ る こ と

か ら，幅 の 狭 い 破壊過程域 の 進展 を
， 仮想 の き裂面 に そ

の 開口 に 抵抗す る 力 （結合力〉が 作用 す る モ デル で 近似

し た結合力 モ デ ル （cohesive 　force　model ）の コ ン ク リ
ー

トへ の 適 用性 が 注 目 され，コ ン ク リートの ひ び 割れ 伝播

挙動の 非線形解析 や，逆解法 に 基づ い た破壊過程域内部

の 引張 ひ ずみ 軟化構成法則 （結合カ
ー
き 裂開 口 変位関係）

の 推定 に よ る 引張破壊機構 の 解明 な ど が，最近の コ ン ク

リートの 破壊力学的研究 の 動向 と な っ て い る 。

　筆者ら は，任意の 結合カ
ーき 裂開口 変位関係 を，与 え

られ た き裂 開口 変位 に 対 して 」 積分 が 等価 に な る よ う

に一定の 結合力 が 仮想 き裂面 に 作用 す る Dugdaleモ デ

ル に 置 き換 え る こ と に よ り，非線形問題 を線形化す る 手

法 （J 等価 Dugdale モ デ ル ）を す で に 提案 し て い る
］｝。

こ れ に よれ ば
， 逆解法 に よ り ， 材料定数 と して 寸法効果

の 小 さ い ヤ ン グ係数 の み で 破壊過程域内部 の 構成法則を

一
意 的 に 決定す る こ と が で き る

Zl
。しか しな が ら，「」

等価 Dugdale手法 の 問題点 と し て
， 任意 の モ デ ル と 」

積分 を 等価 に し て Dugda］e モ デ ル 解析を行 っ た結果 の

荷重，き裂 口 変位，仮想 き裂長 さが，元 の モ デル と どの

程 度等価 な の か と い う こ と が挙げ られ る」 とい う指摘
3）

に対して ，そ の 回答 と して ，有限要素法 や 境界要素法 な

ど に よ る応 力 拡 大 係 数 の 解析 に お い て
， 要素分割の 精粗

が き裂先端近 傍 の 応 力分布状態 に か な り の 影響 を及 ぼ

す，す な わ ち実際の応力分布状態 と異 な る に もか か わ ら

ず，荷 重 一
変位関係 に 基 づ い た エ ネル ギー法 や 」積分法

に よれ ば，き裂先端近傍 の 要素分割の 精粗 ， す な わ ち応

力分 布状態の 違 い が ，応 力 拡大係数の 解析精度 に 及 ぼす

影響 は 小 さ い
4に と を一

例 と して 挙 げ た 。し か し， 以上

の 根拠 を非線形域 に ま で 拡張適用 し うる か どう か に っ い

て は，い まの と こ ろ理 論的に 検証 す る こ と は 困難で あ る。

そ こ で ，本研究で は，そ の 妥当性 を解析的に 検証 す る こ

と を試み る 。 ま た，こ こ で 述べ る 検証方法 は ，
こ れ まで

に 提案 さ れ て い るモ デ ル の 妥当性な ら び に 精度 を確 か め

る た め に 利用 で き る もの と考 え られ る。
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2．解析方法

2，l　 Dugdaleモ デ ル 解析

　Dugdaleモ デ ル は，き 裂先端前方 の 塑性域内部 の 構

成法則 を完全弾塑性と し，結合力 を き裂開 ［ 変位 に よ ら

ず一
定 の 降伏強度 と仮定して い る の で ， そ の解析 は 線形

弾性破壊力学 で 扱 え る。以 下 で は，片側 に き裂を もつ は

り の 3 点曲 げ （ス パ ン ・高さ比 ＝ 3）に つ い て 解析方法

並 び に結果 を示す 。

　図一1 に 示 す よ う に，モ デ ル （a 〕（Dugdaleモ デ ル ）

の 応力 お よ び変位場 は
，

モ デ ル （b） お よ び （c ）の そ

れ ら を線形弾性 的 に 重 ね 合 わ せ る こ と に よ り求め られ

る。そ の と き，モ デル （a ）に お い て 仮想 き裂先端 で ，

もは や 応力の 特異性を生 じない 条件 （応力の 連続条件 ）

か ら，モ デ ル （b） お よび 〔c ）に お け る き 裂先端 の 応

力の 特異項 が互 い に 打 ち 消 し合 う よ う に 重ね 合わ せ る 必

要が あ る。すな わ ち，き裂先端の 応力の 特異性 は 応力拡

大係数 に より表 さ れ る の で ，モ デ ル （b）お よび （c ）

に お け る応力拡大係数 を等置 す る こ と に よ り，与え られ

た き裂長 さ （a ） に 対 し て ，仮想 き 裂長 さ （ω ），降伏強度

（σ y），外力 ［こ こ で は ，公称曲 げ応力度 （σ b）で 表 す］ の

間 に
一

意的な 関係 が 得 られ る 。 ま た，モ デル （a ｝ に お

け る き裂先端開 凵 変位 （φ）お よ び き 裂 口 変位 （ψ）は ，モ

デ ル （b＞お よ び （C ）に お い て 対応 す る 変位 を，与 え

られ た外力条件の 下 で 重ね 合 わせ る こ と に よ り求め られ

る。

　以上 の よ う に し て 計算 され た Dugdale モ デ ル 解析結

果 を表一1 に 示 す 。 こ こ で ，薄墨 部分の 値 は，新 た に 解

析を行っ て 求め た も の で あ る
1）

。 解析に は，間接境界要

素法 を利用 した 。 ま た，σb，φ，ψは，後 の 解析 に 便利

な よ うに ，次 に 示 す 無次元パ ラ メ
ーター

Σ ，φ，Ψ で 表

小 し て い る 。

　Σ＝
σ、／　av，φ・＝（E ・

φ｝／〔σy
・W ），Ψ＝（E ・

ψ）／（σ．

・W ）

こ こ に ，E ：ヤ ン グ係数，　 W ：は りせ い で ある 。

2．2　 」 等価 Dugdale モ デ ル 解析

　 い ま ， 図
一2 に 示 す よ う に

， 任意 の 結合カ
ー
き裂 開 口

変位関係 が 与え られ た とす る。そ の とき，与 え られ た き

裂開 口 変位 （φ1）に 対 し て 同
一

の J 横分 （結合カーき裂開

凵 変位曲線下 の 面積 ）を与 え る よ う な等価降伏強度 （σy ）

を 求め，Dugdaleモ デ ル を逐次設定 して 解析 を行 う手
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一2　J 等価 Dugdaleモ デ ル の 基礎概念
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法 を こ こ で は 」 等価 Dugdale 手法 と称 し
， 本解析の フ

ロ
ー

チ ャ
ー

トを図
一3 に 示 す。

2，3　 モ デル の 検証方法

　結合力モ デ ル は，一種の 移動境界値問題 に 属 し，実体

は 弾性 モ デ ル で あ る か ら ， き 裂発 生 以後の 荷重
一
変位関

係 は ，き裂を順次切断 し負荷 した と き の き裂発 生点を包

絡 す る 経路をた どる は ず で あ る。し た が っ て ，モ デル の

妥当性 は
， き裂発生以後の 荷重一変位関係の計算値と，

異 な る き裂長 さに つ い て 計算 され た き裂発 生点の 包絡線

と の
一

致性を調べ る こ と に よ り検証 され る 。 た だ し，結

合力モ デル と実際の 材料に お け る き裂発生以後 の 状態 と

の 対応 は，本研究の 考察の 範囲外で あ るが ，き裂の 安定

成長 時の 不可 逆 過程 で 弾性エ ネル ギ
ー
解放率 と して の J

積分 が物理 的意味 を 失 う こ と に対応 して ，き裂 が 発生 し

． ，皇
φ［d φ

…．
。

　 　 　 　 φ

　　　 E．φ
　

φ
‘
σ一，Ul

・
 

た後の 結合力モ デル の 適用 に は 限界が あ る もの と考 え ら

れ る。こ れ に 関 して は ， 逆解法に よ る構成法則の 推定 に

お い て ，荷重一変位関係の 推定区間 の 拡大 に つ れ て 推定

され る軟化曲線下の 面積 （破壊 エ ネル ギ
ー

）も拡大 して

ゆ く こ と が 示 さ れ て い る
5〕

。 た だ し，文献 5）で は ，こ

れ を破壊エ ネル ギーの 寸法効果 と と ら え て い る が ，筆者

ら は，こ れ は結合力 モ デ ル の 適用範囲 を超 え て （き 裂発

生以後）モ デ ル を適用 し た こ と に よ る見 か けの もの で あ

る と考え て い る。

図
一3（a ） 」 等価 Dugda 且e モ デ ル 解析 〔D
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で 表 さ れ る J積 分 （J
甲
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3．解析結果お よ び考察

　本手法の 妥当性 を調 べ る た め に ，図
一5 に 示 す結合カ

ー定の 場合 に つ い て 計算 さ れ た荷重
一き裂 口 変位 関係を

図一6 に．ホ す。こ こ で ，構成法則 と し て 結合カ
ー

定 を採

用 し たの は，き裂発生点 （結合カ
ー

定の 場合 に は
， 最大

荷重点 が き裂発生点 と な る ）ま で の 計算値 は，Dugdale

モ デル 解析 そ の もの で あ る か ら，解析誤差 は 別 と して そ

の 妥当性 が い え るか らで あ る。こ の 図か ら わ か る よ う に，

仮想 き 裂を含 め た 全体 の き 裂長 さ （α＋ ω ）が は りせい に

対 し て 約O．7 ま で
，

き 裂発生以後 の 荷重一変位関係 の 計

算値 と，き裂発生点を包絡 す る経路 との 間 に妥当な一一
致

が み られ る 。しか し，全体 の き裂長 さが そ れ 以上 の 大 き

い 範 囲 に お い て そ の
一

致 が 悪 く な っ て い る 。こ れ は ，図

一1 に 示す モ デ ル （b）お よ び （c ）に お け る応力拡大係

数 お よ び き裂 口 変位 の 解析精度が，き裂長 さ の 大 き い 範

囲 で 悪 くな る た め で あ る と 考え られ る
。

　そ こ で ，
Dugdaleモ デ ル 解析の 誤差 を 以下 の よ うに

　 40
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　 図
一一6　荷 重

一
き裂口 変位関係 の 計算値
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推定 し，その 結果 に 基づ い て 修正され た荷重
一
き裂 口 変

位関係に つ い て ，き 裂発生 点 を包絡 す る経路 と の
一

致性

を調 べ る。

　Dugdale モ デ ル は ，図一1 の モ デ ル （b＞お よ び （c ）

を線形弾性的 に 重 ね 合 わ せ る こ と に よ り計算 され る の

で，モ デ ル （b） お よび （c ）に お け る 応力拡大係数 お

よ び き 裂 口 変位 の 解析誤差 が わ か れ ば，Dugdaleモ デ

ル 解析 の 誤差を求め る こ とが で き る 。 しか し，今回利用

した 3 点曲げ （ス パ ン ・高 さ比≡3＞や き 裂面 の
…

部 に

表面力が 作用 す る 問題 に つ い て は ，応力拡大係数 お よ び

き裂 口変位 の 厳密解 は 得 られ て い な い の で ，こ こ で は 前

者 に つ い て は純曲げ ， 後者 に つ い て は一様引張 に 関す る

解析誤差 と 同 程 度 で あ る と み な し て，Dugdale モ デ ル

解析 の 誤差 を推定 した。

0 応力拡大係数

　モ デ ル （b） 絆 ；
σ評 7「Yb

　モ デ ル （c ） Kf＝　a ．
　Vi4

’
　yC

こ こ に ，σ b ：公 称曲 げ応力度，σ y　：降伏強度，A ； a ＋ ω

：全体 の き 裂長 さ，Yb，　YC ：形状関数 で あ る。

ま た，

　　　yb 掌 ＝yb （1十 ε皇）

　　　 yC ＊
　． ・　yC （1＋ ε事）

こ こ に ，yb＊

，　YC＊

：解析値，　 yb，　yC ：厳密解，ε字，ε監

解析誤 差 で あ る 。

　図
一7 に，片側 に き裂をもつ は りの 純曲げおよび

一一tt

引張 に 関す る 応力拡大係数の 解析誤差を示す。こ の 図か

＋亘0．0

＋5，e

0

〔
§

鋼

一5．O

・lo．o

一15，0

一20．O

y・・ξ1・ttttn　．、＿
Yc ・… 傍 〜

ξ

た だ し ．ξ＝A／一

片側 に き裂 を もつ は りの 純 曲 げ お よび
一

様 引張 の

応 力 拡大係数に 関 す る 形状関 数の 厳密 解 ［文 献 7〕】

　 　 　 　 　 π 　ξ　　0，923 ＋ O，19911 −sin 〔π 　ξf29　｝d

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 CDS 〔π ξf2）

　 　 　 　 　 　 　 0，752看2＿02e 看0＿37 〔1−sin 【π ξ／2］トt／
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 eos 〔π ξ／2）

皿

O，1　0．2　0．3　0．4　0．5　0．6　0．7 　0．6　0．9

　 　 　 　 　 　 　 　 　 A ／ W

　 図
一7 応 力拡 大 係 数 の 解 析 誤 差
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ら，き裂長 さが 約 O．7 以上 の 大 き い 範囲 で 解析精度 は急

激 に 悪 くな る こ と が わ か る。

○ 荷重 （公 称曲 げ応力度）の 解析誤差

　仮想 き裂先端 で の 応力の 連続条件 よ り，KP ＝Kf だ か

ら，

　　　署1− 1辛鐸・一 …………・・……・…………・（・ ）

こ こ に，σま：解析値，σb　1厳密解 で あ る。

　図
一8 に ，Dugdale モ デ ル に お ける 公称曲げ応力度 の

解析誤差 の 推定値 を 示す。こ の 図か ら，荷重の 解析誤差

は ，モ デ ル （b）お よ び （c ）の 応力拡大係数 の 解析誤

差 が 同程度 で あ る た め に，そ れ ほ ど大 き くな い こ と が わ

か る。

O き裂 口 変位

　 　 　 　 　 　 　 　 　 4 σ b
・A

　モ デ ル （b）　ψ
b

＝　　　　　　　　　　　　　Vb
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 E

　 　 　 　 　 　 　 　 　 4ay ’A
　モ デ ル （c ） ψ

c＝　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　vc
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 E

こ こ に ，E ：ヤ ン グ係数，　 Vb，　VC ：形状関数 で あ る。

ま た ，

　　　 Vb＊＝Vb（ユ十 ε守）

　　　 vc＊；vc（1十 ε信）

こ こ に ，y 眺 VC＊
：解析値，　 Vb，　VC ：厳密解，蟲 ε卸

解析誤差 で あ る。

　図
一9 に ，片側 に き裂 をもつ は りの 純曲げお よ び

一
様

引張 に 関 す る き裂 口 変位 の 解析誤差 を示 す。こ の 図か ら，

応力拡大係数 と 同様 に，全体 の き 裂長 さ が 約 0．7 以上 に

な る と，解析誤差 が 急激 に 大 きく なる こ とがわ か る。

Q き裂 口 変位 の 解析誤差

　ψ
＝

ψ
む一

ψ
c
だ か ら ，

＋10．0

（
ま）

＋5．0
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一10，0

　 　 　 　 　 0．1　0．2　0．3　0．4　0．5　0．6　0，7　0．8　0．9

　　　　　　　　　　　　　　　 （a ＋ ω ）／w

図
一8Dugda 且e モ デル に お け る 公称 曲 げ応 力度の 解析誤差 の 推
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図
一10Dugdale モ デ ル に お け る き 裂口 変位 の 解析誤差 の 推 定
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図
一11Dugdale モ デル の 解析 誤 差 に 基 づ い て 修正 され た荷重一き裂 凵 変位関 係

こ こ に，ψ
＊

：解析値，ψ ：厳密解，Q＝YCIyb，　 S＝

Vb／vc で あ る。

　図
一10 に ，Dugdale モ デ ル に お け る き裂 口 変位の 解

析誤差 の 推定値 を示 す。こ の 図か ら，き裂口変位 の 解析

誤差 は
， 式 （3 ）に 示 す よ う に モ デ ル （b） お よ び （c ）

の 応力拡大係数お よび き裂 口 変位の 解析誤差 が 複合す る

た め に ，全体的 に 大 き く，ま た き裂長 さ （a ）が 小 さ い

ほ ど大 き く な っ て い る こ と が わ か る。

　以上 の Dugdale モ デ ル 解析 の 推定誤差 に 基 づ い て 修

正 さ れ た 荷重
一き裂 ［ 変位関係 を図

一11に示 す。こ の 図

か ら ， 修正 され た き 裂発生以後の 荷重一
変位関係 と，き

裂発生点を包絡す る 経路 と の 間 に 全体 の き裂長 さ が 大き

い 範囲 に お い て も妥当 な一
致 が 得 られ る こ とが わ か る。

こ の こ と か ら
，

」 積分 を等価 に す れ ば，仮 想 き裂 面 の 作

用す る 結合力分布 の 違 い は，荷重一変位関係に 影響を及

ぼ さ な い こ と を前提と した J 等価 Dugdaleモ デル の 妥

当性が 解析 的 に 検 証 され た もの と考 え られ る 。

4．ま とめ

　結合力モ デ ル に お い て ，」 積分 を等価 に す れ ば，仮想

き裂面 に 作用 す る結合力分布 の 違 い は，荷重
一
変位関係

に 影響 を 及 ぽ さ な い こ と を 前提 と して ，任意 の 結合カー

き 裂開 口 変位関 係 を ， J 積 分 が 等価 に な る よ う に
一

定 の

結合力 が仮 想 き裂面 に 作用 す る Dugdale モ デ ル に 置換

して ，非線形問題 を 線形化 す る 手 法 （J 等価 Dugdale

モ デ ル ）の 妥当性に つ い て，き裂発生以後 の 荷重
一
変位

関 係 と，き 裂 を 順次切 断 し 負荷 し た と き の き 裂発 生 点 を

包絡す る 経路 と の 一
致性 を調べ る こ と に よ り ， 解析的 に

検 証 を行 っ た。そ の 結果 と して ，全体 の き 裂長 さ が 大 き

い 範囲 に お い て
一

致性 が 悪 くな る の は，Dugdale モ デ

ル 解析 の 誤差 に 起因 す る も の で あ り，そ の 誤 差 を考慮す

れ ば，妥当な
一

致が 得 られ る こ とが 示 され ，本 手 法 の 妥

当性が 確 か め られ た 。今後 ， さ らに 本手法の 適用性 を高

め る た め に は，Dugdaleモ デ ル の 解析精度 の 向上を は

か る必 要 が あ る が
， 現 時点 で も き裂長 さが 約 O．3以 上 の

範 囲 で は ， 荷重 に 関 し て 高 々 3 ％ ， 変位 に 関 し て 高 々

10％ の 誤差内で あ り，十分有効 で あ る と考 え られ る。
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