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間接法 と直接法 に つ い て
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之
＊

　1．
．
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　弾性問題 の 解析方法 と して ， 境界 法 の 利用が研 究され

て い る。積分方程式法，周 辺 ffit）〉有限要素法，重 ね合 せ

法 ， 体積力法な ど と呼ばれ て い る が
1）
−e），境界要素法と

い う名称 に 統
一さ れ っ っ あるη 。境界要素法 は ， 工 学 で

問題 に な る 物理量 の 解析 を ， 経済的 か っ 制御され た誤差

に お い て行 え る可能性があ り，そ の 有用性 を 示唆する研

究 が多数発表 さ れ て い る
3
？・fi）・8 ）

−
lS）。ま た 最近 で は ，境界

要素法 の 成書 が 出版 され て い る
7）・16 ）・1 η 。

　境界要素法 に は ， 大き く分け て 直接法 と問擦法 と呼ば

れ る 2 つ の 方法 が あ る 。 筆者 は ，、二 次 元 線形弾性 問題 の

境 界要素法 によ る 近似解法 の 開発 を試み て お り ， 聞接法

に つ い て は ，有用性 の あ る 解析 プ ロ グラ ム が得 られ る 弖

と をす で に報告 し て い る
1
％ 」亘接法 ｝恥 最近研 穽が活発

に な っ て き て お り ，

一定要素を用 い た解析 プ ロ グラム が

示 され て い る が ，

・境界 の 近傍で 必 然的な誤差 を生 じ る な

ど精度上 の 問踵が あ る
16

）1？
2

．
｝・・自然 （第 2 種）境界僖問題

では．基本解 を選択す る ζと に よ り解 の 精度塗向弄させ

・
る方法が示 され て い る が

22 ），任意の 境界条件 の 問題 に 適

用す る に は さらに検討津栗す恥
一線形要素に 外

’て はζ
の 数値的取 り扱 い が示 され て い る が

1e ）・
凱 基礎式 を 要

素 上 で離散化 す る た め に 行 う積分計算 は 数値積分 され て

お り，こ れ を解析的 に 導 く こ と に よ り解 の 精度を向上 し

計算時間 を短縮出来 る余地 を残 し て 恥 る 。ま た種 々 の 形

状 と境界条件の 問題 に つ い て ，解 の 精度を十 分検討す る

必要 が あ る 。

・
　　　　

’
、　

’
　

． ・
．
1
　

凵
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　本報 で は ， 直接法 と間接法き比 較す る 目的1，
’，線形要

素を用い た ときの 直接法 の 解析 プ ロ グラム を作成し ， す

で に得 られ て い る 間接法 の 解析 プ ロ グ ラ ム と共 に ジ い く

つ か の 間題に適用 し て 。rCop．精度を 中心 に検討 し た 。 饗
お基本解の境界要素上 で の 積分 は・従来数f直積鉾 よ っ

て 計算さ れ て い る炉，こ れ を解析値と し て導 い （ い る。

　 2． 既 往 の 研究 とそ の 考察

　2−1 直 接法 と間接絳　．．　 、．
tt

：

　直接法 は，積分方程式法
1 ｝鋤 ，璋界積分方程式法

2）
一‘，，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ヒ1　
’，　　　　　　　　　　　　　

周辺積分有限要素法
5） な ど と呼ばれ丈い る もの で ， 境界

＊

大 分 大学　助教綬 ・工 博　 1，t ・．、．
　 （昭和 56 年 le 月 13 同原稿受理 日 ， 討論期限昭和 58年 1月末 日）

の 変位 と表面力 の 問に 成 り立 っ 積分方程式から ， 初期条

件で 与えられ て い な い 壌界 の 変位 と表面力を直接求 め る

方法 で あ る 。 境界の変位 と表面力 の 間 に成 り立 つ 関係 を

定式化す る た め に ，支配 方程式 を満足 す る基本解 を 利用

す る の が特徴 で あ る 。 領 域 の 応力と変位は 基本解 お よ び

そ の 偏微分恆と既知 とな っ た境界値か ら計算 され る 。

　聞接法 はi 重 ね合せ 法
5
糟 〕，・体積力 法 喫

3 ）な ど と呼 ば

れ る方法 と同 じ で あ 1．｝ 未定係数 を付けた基本 解 を重 ね

合 せ た時 の 境界値 が，問題 の 境界条件 を再現 し て い る よ

うに 未定係数 を 求 め る方法 であ る 。 未 定係数 は ， 基本解

に か け る 重 み 荷重 に 相 当す る。間接法 は ， 基本解と して

部分的に境界条件 を 満 足 し て い る 解 を適用す る こ とが出

来 る の で ， 境界近傍の 解の 精度 を 比 較的低次 の 要素 を 用

い て 向上 出来 る 可 能性 を持 つ が ジ 問題 を置き換 客た モ デ

ル の 厳密解を求 め よ う と し て い る あで は な 吟
こ と に 配慮

が要 る 。

境界燐 法は 諺 界 鮪 騨 喋 熱 吩 害［J・L ・ 基礎式

酪 要素に お い て 離制 匕し た多元連立歌 方程式 蠏 い

て 未知数を求 め る。要素に お け る離散化 は，選定 し た数

点 か ま た は要素全域 で 行 わ れ る。数点を選定す る 場合 は

選 点法
2A 〕と もい わ れ る 。

一
般 に未知数は要素 の 数 に 境界

条件の 自由度 を か けた数だ け必要 にな り， 境界＃に 分布

す る 。 境界法 に 対 し領 域法 の 有限要素法や差分法は ジ 令
割 さ れ た 小領域 の 各 々 で支配方程式を近似的 に 満 足す、る

よ う に，試行関数 に付けた未定係数を求め て解 を導 く方

法 で あ る。こ の 揚合 は 未知数が領域全体に分布す る 。 未

知数 の 数が多 い も の 程 ，
、解 （

？精度 は上 る が ， ．同時に解析

・ ス トも上 る ・未知数の 分繊 元 瀬 雖 よ り 1 つ イ恥
’

境界法 は ， 経済的な解法 とな り得る可能性を有す る 。

．
．

　 2−2
．
基礎関係式

　直接法 の 基礎式は種 々 の 方法で導 か れ て お り，母近 で

は境界要素法 の 代表的 な 研究者で あ る C ．A ．　Brebbia が

仮想仕事 の 原理 を 出発点 と し て ジ 重 み っ き残差法 で定式

化 し て い 6．
’ g）。ま た 体積 力法 と同 じ概念か ら生 ま れ た と ．

する 考 えもあ る
23
  ．筆者 は，以下 に 示す よ うに重 ね合せ

ゐ原理 に 基づ き ， 翠ク
ス の 定vels）．か ら領博咋

の 積 分を境

界上 の 積分に変換 し て 導 くの が理解 しやすい と考 え る 。

　静的車衡状態にあ る 等方性二 次元線形弾性聞題 に お い

　 　 　 　 　 ＿ 457
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ラ

て ，変位を Zti ひずみ を eii 応力 を Oii 　X 面力 を Ti 物

体力 を 瓦 とす る 。
i と ブは 座標軸 を示 し 総和規約 に 従

うもの とす る。η は境界の外向き法線ベ ク トル を表す 。
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ワ

問題 の 境界条件 で 与 え られ た変位を ori 表面力を Ti と

し，変位が与 え られ て い る基本境界 を Su 表面力が与 え

られ て い る 自然境界を Sa で 表す。問題 と同じ形状 の も

の に荷重が作用 し て 静的平衡状態 に あ る もの か ら， 既 知

の もの を 基本解 と し て 考 え る。基本解 に お け る 変位 を
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 サ

tei※ ひ ずみ を 召 f戸 応力 を σゴ迷 表面力 を 黔 ※ 領域 の

内部 に作用す る 荷重 を Pi※ で 表す 。 問題 の 静的平衡状

態 に基本解 を重 ね 合 せ る と，新た な静 的平衡状態が得 ら

れ る 。 両者 の 間 の ひ ずみ エ ネ ル ギー
の 増分 は ， 領域全体

を V と し て ，

　　　∫．
ザ ＠・告・・i・）dV

で あ る。

　　　・・、
一÷幅 ＋ 鰯 爾 η・讌 諮 ・ び

ガ ウス の 定理
1s ＞を 用 い て変形す る。

　　　∬げ ＠壱げ ）dV

　　　　− ∫．i… ノ
・ ＋・u・・，i※・（・i・＋去・… 凋

部分積分 し て

　　　一鼠 ・ … （
　　　　　1
・ ii＋ i ・ i丿

※

）・5

　　　　イ諮
・＠・・＋ 去鰯 う・・

平衡条件 よ り σ iA 尸
一Fi，　aii ，jX＝

− PiX で あ る か ら

　　　七 譜
・

（場 坤 ・

　　　　・レ・
※＠ 評 次

こ れ は ，ひ ずみ エ ネ ル ギーの 増分が表面力，物体力お よ

び荷重 の なす仕事 に等 し い こ と を表 し て い る 。等号 の 成

立下 に おい て 既知 の 値 の 項 を消去 し て 整理す る と

　　　∫〆胸 4呵♂ 加

　　　　・∫，〆 ’… ∫。
陶 欄 ・ …・…………

基 本解 が 問題 の 基本境界条件を満足する揚合は ，右辺 の

第 2 項 が 0 と な り， （1） 式 は 仮想仕事 の 原理 を 表 す 。

（1）式 の 左辺 を変形 し て 領域 で の 積分 を境界 で の 積分 に

か え る 。 等方性 の 線形弾性に お け る 弾性係数を C 湧 〜 と

し て ，
σ
ヴ
＝Ciikielelと表すと，

∫が 曜 呵 。
ザ 蜘 告（u … ＋ Ui ，k）dV

　　　魂 ． 。
ザ 輛 岫 み ∫。

醗 傷 ・画 ・

　　　魂 蜘 ・畦 かゆ
一レ ’画 認

一 46 一

k
，
1 は総和規約 に 従 い ， i，」と置き換わ るの で

　　　一 鳥五鰯 ・ ・∫。
。

チ姻 8 − ∫諍 ・，・矧

よ っ て （1）式 は ，

　　　∫。

％ ・w ・レ 跚

　　　　　一焦・か ・
一轟 ・・

　　　　　　・f．．
（［iZ，※ tti

一融 ）・・

　 こ の 式が直接法 の 基礎式 で あ る 。 以下 で は ， 物体力が

無 い 揚合に っ い て 取 り扱 う。物体力 の 項 が 0 の と き の 直

接 法 の 基礎式 は ，

　　　∫。

嚇 鰯 ・ 一∫。．
（i・ u

’
i−−Tui・ZLi・cls

　　　　　・∫。．
（

η　　　　　　　　　 η

7
’
iurui

− UiX．　Ti ）dS ・…・・……一 ・
（・ ）

問題に 与 えられ た境界条件か ら未知の表面力 と境界の 変

位 を求 め る揚合は，領域の 内部に荷重 が作用 し な い 基本

解 を 用 い る。こ の と き σ跡 戸 ＝ O で あ る か ら （2）式 よ り

　　　一
レ 蜘 ・・い 輔

　　　　一い 蜘 ・一儲 鰄 ・ …・・鬯・……（・ ・

り　　　　　　 o
7”i，tti，2響 ，  芦 は 与 え られ る の で，（3）式 が来知数  一

　厂
と Ti を求 め る 方程式 に な る 。

　 境界 の 変位 と表面力が求め られ た後 に，領域内 の 任意

の 点 に お け る 変位 と応力 を計算す る 場合 は ， 解 を求め よ

う とす る点に ， 求 め た い 変位 と同 じ 方向 を向 い た単位 の

集中荷重 が作用 し た揚合 を基本解に 用 い る 。 1方向の 変

位を 求 め よ う とす る 揚合 は ， 荷重 の 作用点 を 含 ま な い 領

域に お い て σ ii，ysu　＝1 　O で あ り， 荷重 の 作用点 を含 む微小

領域 m に お い て ，i± 1 の とき σ昂 戸 ＝ 0，　i＝ 1 の と き，

　　　鴉∫。
鰯 瓶 一 一・

とな る の で ， （2）式 の 左 辺 は ，解 を求め よ う とす る 点 の

1方向の 変位に負号 が付い た 一
殉 とな る 。 よ っ て （4）

式 の よ うに任意 の 点 の 変位の 計算式 が得 られ る 。

　　　・ t一鼠 ・吻
※ 婦 幽 ジ… …………

…

応力は ， （・） 式 を偏微分 ・ て 告（u ・，… i．i）・ 代入 ・

弾性係数 を か けて 求 め られ る 。
E を縦弾性 係数 ， ン を ポ

ァ ソ ン 比 と し て ， 平面応力状態で 示 す と次式 に な る 。 平

面 ひずみ 状態 に す る に は， E と y を E ！（1− ve ） と v1

（1− v ）に置き換 え る。せ ん 断応 力度は ，右回 D の 回転を

与え る もの を正 とす る 。
∫≒ ノ と し て ，

覧譁糊欝『
N 工工
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竺搾獄鬥
　　　　　　　　　　　　 ………・…・……・………（5）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ヲ

（4）式 と （5）式 に お い て ，例えば z‘“評，TaP※ な ど と衷

され て い る もの は，変位 ま た は 応力 を求 め た い 点 に α 方

向の 単位 の 集中荷重 を作 用 させ た 基本解 に お い て ，要素

に 生 じ る β方向 の 変位 と表面力で あ る。直交 2 方向の β

に つ い て 計算する こ とに な る。

　 間 接法 の 基 礎 式 は ，そ れ ぞ れ 重 み 荷 重 W ’
k を か け た

基本解 を重 ね 合 せ た と き の 鏡界値 が 与 え られ た 境界条件

に 等 し い と置 くこ と か ら，（6） 式 の よ うに 表 され る。こ

こ で ，Z騨 と aii ※ は支配方程式 を満足 す る基本解 の 変
　 　 　 　 　 　 　 　 ヤ

位 と応力 で あ る 。 7”i と η は 表面力 と境界 の 外向 き法線

ベ ク トル を 表す 。

訟飜：⊥畿 驚塩 ｝・…・・…一…

　 　 　

Zli
， 鴇 ，　 fti※，町

※，ηノ は与 え られ る の で ， （6）式 を解 い

て 重 み 荷重 Wk が 求 ま る。既 知 と な っ た 重 み 荷 重 を か

け た 基本解 を重 ね 合 せ て ， 未知 の 境界 値 と領域内 の 値が

計算出来 る 。間搬法 の 基礎式 は，問題 と 同 じ形状 の 境界
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ？

を もっ 外部領域 を想定 しそ の 境界上 に 未知 の 表面力 丁 〆

を作用させ ，外部領域 と問題 の 領域に つ い て （3）式 お よ

び （4）式 と 同 じ 方法 で 境界積 分方程式 を 導 き，両者 の 境

界変位 が 等 し い と お く方法 に よ る と，次式 の よ うに 表 さ

れ る
IG ）・17 ）。

　　　・ F ∫塀 殖 ・ 加 ・

こ の 式 は ，相反作用 の 原 理 か ら tt
〃
va，　＝ UilX で あ り．未

　 　 　 ワ　　　 ギ

知数 （Ti −
［
−7T，’

） を重 み荷重 1・Vk とみ な す と （6）式 と同
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ワ　 　 　 　

じ で あ る 。 従来，未知数 （7 ゴ十 丁〆） の 物理 的意味 が不

明確 で あ る と さ れ て い た が ， 基本解の 重 ね合せ の 立場で

考 え る と ， それ は基本解 に か け る 重 み荷重 の 大きさを表

し て い る 。

　2−3 基　本 　解

　間接法 は ，支配方程式を満足 し，与 え られ た 問題 の 領

域 を 包含 す る 解 で あ れ ば す べ て 基本解 に 利用出来 る 。解

法 に汎用性を持 た せ る た め に は ，基本解 の 種類を限定す

る必 要 が あ る。間接 法 に お け る基本解 に 関す る 研究 が 報

告 され て い る
゜ ］・E）一“15 ）。無限平板 に 集 中荷重 が

作用 し た場合 ，半無限平板 の 無限縁 の
一
部 に

荷重 が分布ま た は集 中して作用 し た場合 な ど

が代
・
表的 で あ る。

　直接法 の 揚合 は ，境界の 変位 と表面力 を 求

め る （3）式 に お い て ，支配方程式 を満足す る

解 で あ れ ば，す べ て 基本解 と し て 利用出来 る

が，（4）， （5）式 か ら内部 の 応力 と 変位を求め

る時に 用 い る基本解と 同 じ に す る の が便利で あ り，無限

平板 の 1 点 に 単位 の 集中力 が 作用 し た 揚合が基本解 と し

て用 い られ る
5〕・7）・16）。

　 2−4 境 界 要 素

　境界要素法 は，
』
解析 モ デ ル に お け る境界条件の 近似性

が解 の 精度を左 右す る 。曲線の 要素ま た表面力 と 変位 が

高 次 に 分布す る 要素 で モ デ ル 化 し た揚合 は，境界条件 の

再現性 がす ぐれ て お り，精度 の 良 い 解を導 け る 可能性 の

あ る こ と が 示 され て い る
S ）。 こ の 場合は ，個 々 の 問題 に

っ い て有効で あ る が ， 汎用性 の あ る プ ロ グラ ム の 開発 は

困難で あ る。線分 の 要素で 境界値が比 較的低次 に 分布す

る 解析モ デ ル を用 い た 揚 合 は ， 要素数 を増やす こ と に よ

り，任意 の 形状 の 閥題 に 適用 出来 る 可能性 が あ る。境界

要 素 に お け る 表面力 と変位 の 近似性 は ，基本的 に は 表一

1 の よ うで あ る 。 直接法 の 場合は ， 表面力 と変位 はそれ

ぞれ独 立 し た分布状態 を用 い る こ とが で き る が ，表面力

に 対 し 次数が 1 つ 高 い 分布状態 の 変位 を組み合 せ る の が

合理 的 で あ る 。 境界条件 の 自由度 は ，重 み 荷重，表面

力 ， 変位の い ずれ に お い て も等分布 の 要素の 場合 ， 直交

2 方 向に っ い て 2 と な る 。 直接法 で 変位 が 線形 の と き

は ，要素 の 接合 点 で 連続 し た条件 に す る こ とが で き る の

で 自由度 は 2 で あ る が，表 面力が線形 の とき は ，要素 の

接合点 で 不連続に な る の で ， 自由度 は 4 で あ る 。 通常 ，

要 素 の 数 に 自由度 を か け る と解 くべ き 連 立 方 程 式 の 元

数 ， すな わ ち未知数の 数 に な る が ， 直接法の 揚合は 問題

に 与え られ て い る境界条件 をす べ て 既知数に す る こ と が

可能 で あ る 。

　3． 直接法 に お け る境界積 分 の 解析値

　間接法に つ い て は ， 積分計算の 解析値がす で に い くつ

か報告さ れ て い る が 助 ¶ ）
， 直接法 の 積分 に お け る 解析

値 の 報告は 少 な い
。

こ こ で は ， 直接法 で 表面力 が 等分布

し変位が線形に 分布す る 要素 を 用 い た 揚合 の 基本解 の 解

析値 を 平面応力状態で 示 す。墓本解は 1 点に単位 の 集中

力 が作用す る 無限平板 で あ り， 間接法 の 所 で 導 い た 解
15 ）

を用 い る。

　要素上 で 線形 に 分布す る 変位 を図
一

ユ の よ うに表 す。

実体が右手 に あ る よ う な 要素の 方向を．r 軸の 正 の 方向と

す る 直 交座 PT　XY を 設 け る 。 基本解 の 単位荷重 の 作 用点

を原点0 とす る。詔 軸の 正 の 方向を向 く単位荷重 に っ い

て 添字 ＝ で ，y 軸 の 正 の 方向 を 向 く単位荷 重 に つ い て 添

表
一1 境　界　要 　素

近 似 さ れ る 克 界 条 件 　（各 要 素 に お い て ）

要 素 の 種 類 自 由 度 表 面 力 変 位

間 接 法
重 み 荷 重 が 一定一．． 2 一定 線 形

蕈 み 荷 重 が 線 形 吐 線 形 2 次

表 面 力 が 一
定 2 一

定 線 形

夫 面 力 が 縁 形一 4 譲 形
一．一12
次

直 撞 法 変 位 が 一定 2 一
定

変 位 が 線 形 a 　 　 　 　 　 　　 一定 線 形

変 位 が 2 次 4　 　　　　　 　 線 形 呂 次

　 　 　 　 　 一 47 −
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0呂 ∵．二s！ Y
↑　×

9a』
9e

並 t
．t

j は X 又 は Y

　　　諂 ↑　
’

　
1

　 Xe 　　　
x

　 　 　 　 　 　 図一1 境 界 要素 に お け る 線 形 の 変位

字 ッ で 表す。要素 の 中心 の 座標 を （x 。，　Y 。） とす る。要

素上 で 変位 と表面力 の 方向を ，
灘 軸 の 正 の 方向に つ い て

添字 X で ， y 軸 の 正 の 方向に つ い て添宇 Y で表す。

表面力 は 等分布 し て お り T で 表チ。 要素 の 始点を a 終

点を b とす る。図一1 に 示す記号 の ほ か 次 の 記号 を用 い
層
る e

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （レ
ー3）（ン 十 1）

　　E ： 縦弾性係数，ン ： ボ ア ソ ン 比 ，
α
＝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 4 π E

・一 銑｝弄… − 1・lli謝 π 一 … θ・
一…

’
ea

　　SS ＝＝sin2 θb
− sin 　2 θ

ψ 　CC ＝ cos 　2 θb
− cos 　2 θa

　　SQ ＝s三n 　4 θb
−

sin 　4 θal 　CQ ＝cos 　4 θ西
一cos 　4 θa

・E −
・ ・θ・ 1・1咢f牛叫

1・ 「
前

劉
　　OLOL＝ （Co 十 t）　lnl．＝ o 十 ’1− （．丁 厂 t）lnlXo− t］

BB − 1・ 袈 1， 且 B 一 詰厂 詰、
，
FF − e… e．

　 （3）式 を境界要素 で 離散化 し積分値 を G 厚 と H ガ で

表す と 次 の よ うに な る。

　　　 Σ ｛一砺 丁ノ＋ 砺
α

・・ノ
2 一ト岳 叛 ノ

5
｝

　　　　 ＝Σ｛Giノ丁 丿
一昂 燕 ノ

as− H ガノ芻 ア｝…・・…（7 ）

）
・
， ≒ O の と き

　　｛
　　　 Gxx ＝＝

一
二y 。 ｛di（」璽ヱ1十 T7「

）十 （Ct
一

β）FF 一
β二τ

マ
7 ｝

　　　 Gyy ＝
− Yo｛α （EE −

［
−TT ）＋ （Ct＋ β）FF ｝

　　　 Gxr ，　GyX ＝一
ツ。βAA

　　　　　　　　　　　　　 ・…　『・：・・・・・・・…　7・・・
・・・・・・…　（8）

：Ya＝ 0 の と き

　　｛
　　　 （］xx ；α Q （；冫一2t （α

一
β）

　　　 （3
ンY

＝ こ （x （QQ − 2t）　　　　・・・・・・・・・・・・・・・・…　曾（9）

　　　 Gxy ，　GyX 　＝ O

y ， ≒ O の と き

H
即 x

σ

，
llxxb＝ κ 匚屮｛4FF 十 （1十 ン）33 ｝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
　　　

一
ニソo ｛2（3一トン）AA →

一
（1十 ン）CC ｝］

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 16 π 孟

H ∬ ya ，　Hxyb ＝κ ［g ｛
− 2（1一ッ）AA − （1一レン）CC ｝

　　　一
・
・
D ｛・ ・・ ・ … 一の 7

・T ・ ・・… ∬ ｝］纛
HyX ”

，　H 躍
  κ匸ρ｛2（1一の AA 二 d ＋ の CC ｝　

凵

　　　一rv・｛… ］F＝
・（・

一
・）TT ・ （・・の∬ ｝］

、夛。t

．H 。凱 H
。rL 卿 ｛4　FF 二

（1＋ の ∬ ｝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　1
　　　一

ツ。｛2 （IT ．v ）AA − （1＋ ン）CC ｝］
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 16 祕

．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ・・一・・…・…・…　…・…・…・・（10）

一 48 一

yo ＝ Q の と き

H ・ va ・
H ・ ・

b − ・（畷
二1）鴒

．解導例
一 一

・（・男一・  一

驚：聯 ｝一｛屠：：1：1ζ：窪；；
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ‘……■．・・…一…・・…・・・…〈11）

こ こ．で a の と き rc・＝1，　 p＝商＋ t，　 b の と き κ ＝− 1
，
　g

＝Xo − t

、内部 の 変位 を求め る （4）式 め場合 は ， 要素 で 離散化す

ると 次 に な る。

　　　 御 尸 Σ｛Giブ
Tj − Hi．jauja − Hi

’
ib ，eG．b｝・・……（12）

1

窃 ゴ と 蔦 ゴ は，（11）式 の
一部 を次の よ うに 変え た ：と

ぎの （8）〜（11）式 と同 じ で あ る 。

　　　罪簿：H晃漂：麓：
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ・・…　凾・・・…　¶・…　一・・・・・・・・…　（13）

（11）式 と （13）式 の 違 い は，未知 の 境界値 を求 め る （3）

式 に お い て ，基本解 の 荷重 の 作用点 が領城 の 外部 と考え

た 要素上 に あ る の に 対 し ， 内部 ゐ変位を求 め る （4）式 で

は ， 基本解 の 荷重 の 作用点 が領域の 内部 と考 え た 要素上

に あ る か らで あ る 。

　 内部 の 応力を求 め る （5）式 を要素 で 離散化 し ，積分値

を D 万 と 8 ，ゴ で 表す と，1＝ X ，y ，　 xy ，ゴ＝ X ，　Y と し

て ， 次式 に な る 。

　　　 ・i＝・Σ｛ヱ）i／T ノ
ー31ノ

σ
μ ブ
α一SIJ・buib ｝・一・・・…　（ユ4）

y 、 ≒ 0 の と き

： D 。 x − 一
｛2（3＋Y）AA ＋ （・＋ の CC ｝毒

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　P ・v ・＝一｛4yFF ＋ （1÷ 小 ∬ ｝・蕊

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　D
・ x

＝一
｛
− 2（1 − y ）AA − （1＋ v ）CC ｝

嬲
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 …（15）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　D
・ y ＝ 一　｛4　FF −

（1 ＋ v ）∬ ｝
蕊

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　D
… x ・”｛4FF ＋ （1＋ の∬ ｝

蕊

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
　　D

・ y ・v − ｛2 （1− v ）A ・tl − （1−［−y ）c σ｝沂

y 。
・＝ O の と き

　 　 　 　 　 3・1・レ
　 Dxx ＝　 　 　 　 　 　 　 　 BB
　 　 　 　 　 　4 π

一
恥 一・ （lx・1＞ t・ ・） と き ） 一 昔 （「… 1〈 t ・ と き）

　 　 　 　 　 　 1− v

　 D
・ X ＝

一＝i’rl− BB

D
。y … （1・ 。］〉 … t き） ＝± ｝ （］… 。［＜ t の と き）

−1？x ．， x ＝ ・ （1・・。1＞ t ・ と き’　 一
一t （1水 紛 と き）

N 工工
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’

［
’D 謁 アy

コ
ー

’

Y 。 ≒ 0 の と き

　　　　　　　　｛ （　 ）

　　　　　　・ （
　　 　　3　　　　 工
FFt ｛i　ss ÷．

一
言
SQ ）｝霧

s ． ya ，　s ． ・

・
一 一 ｛、  ・・

一
（・部 ご

　　　　　　・÷・・）｝論
賦 解 が ｛妾（cc ・ 告・c））

　　　　　　《∬ 半÷・・）｝、轟
一’

量 曜 一一
彊 （∬

一
÷SQ ）

1

　　　　　　− （
　 　 　 1A
・4 − −1−　CQ ）｝藷

s… X … s ・ sxb
＝ ・｛銑 畢 （曲 cc

　　　　　　　・ ÷・・）｝煮
婦 繊 ノ ー・｛釜（CC 一去・Q）

　　　　　　　《∬ ・÷se ）｝、農、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 ・・・・・・・・…　一・・・・・・・…　。・・・…　（17）

』
　 1− ・

Bか
．
．

　 　 　 4 π 　 　　　　　 　　　　　 　　　　　 　　　　　 一

　 　 　 　 　 　 　 　 　 ・……………・…・・………（16）

蹠 躍 一 一
・ 螽 cc ・麺

L

まll二±：二⊥

y 。
＝ ＝ O の とき

　　S ＝ xa ，　S ． xb
＝0 （］x 。1＞ t の と き）

　　　　　　　一一 吾 個 く t の ・ き）

　　賦 賦 照 場 ・
・

− L ・ （，
．
．
liB

・ BB ）一農

　　s
・ ．xa ，　s ・ ， X

・一・ （・・AB
’
＋ BB ）畜

　　Syxe，
　Syxb

，
　s

。 yva ，
　s

． ptyb
＝＝o

　　　　　　　　　　　　
・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　（18）

こ こ で a の と き 花
鶤1，ρ

＝XD ・1・t，　 b の とき κ＝− 1，　 q

＝a ：o
− t

　変位 が 等分布す る 要素 を用 い た 場合 の 解析 値 は ，（7），

（ユ2）， （14）式で ua と Ztb を 同 じ と し て 係数 を加え る と

求ま り， （10），（11），（13），（17），（18） 式 に 含 ま れ る。

平再応 力紫態 に つ い て 導 い て お り，平 面 ひ ずみ 状態 とす

る に は 弾性係数を置 き替えれ ば よ い 。以上 （7）〜（18）式

で示し た 解析値 の う ち，（場 に お い て Yv ＝ 0 の 揚合 g
（9）式 が す で に報告 され て い る

Z°〕
。

　 4． 解析 プ ロ グ ラ ム と解 の 精度　 　
．

−4−1 解析プ ロ グラム

　表面力が等分布 し 変位が線形 に分布す る線分の 要素 を

用い た 直接法の 解析プ ロ グラム を作成 し ， す で に報告
15 ｝

し て い る重み荷重が等分布す る 要素を 用 い た 間接法の プ

　　ロ グラム と共に ， 例題に適用 して検討す る 。 また 一
定要

　
’
素を用 い た 直接法 に つ い て も 解析積分値を用 い た プ ロ

　．グラム を作成 し ， 解を匙較レて込づ。．、．こ．れらにい ずれ も
．
麟 坦 自陬 が 2 で あ り．t 同 蝉 の 境界要素 を設定 し；

　．距肇デノ巨にう恥て 7 …数値計算上 ｝手ぼ同旦条件で 解析方洗
一』

相五を比較 す る こ
．
どが出来 る 6　

’
　 ・

』「
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 1　．

　　 4−2 表 面 力が等分布 の問題

　　 均 r な単軸引蛋 を 受 け る揚合は ， 境界の 表面力 が一
定

　 で 変位 が 線形 の 問題 で あ る 。 1 つ の 辺 で 辺 に 垂 1 な 方向

　 の 変位が固定 され ，・対辺 で 辺 に 垂直な等分布 の表面力が

　 作用し て い る正 方形 の 問題 を， 1 つ の 辺 に ユ
，
2 ま た は

　　3 個の 要素 を設定 した解析 モ デ ル を設 定し て計算す る と

　 結果 の 精度 は 鹵一2 に な る 。

　　
．
重 み 荷重 が 等分布 す る 要素 を 用 い た 間接法 は ，図

一2

　 の よ う に 要素数 の 少 な い 解析 モ デ ル に つ い て 計算結果 の

　 精度が悪 い 。 聞接法 は ， 要素数ゐ少な い モ デ ル を設定す

　 る と，充 分 な精度 の 解 を得 られ な い 。

　　 表面力 と変位 が 共 に一
定 な要素 を 用 い た直接法 で は ，

　 境界 の 近傍 で 誤差 を生 じ る。こ れは境界上 の 線形 に 分布

　 する変位を ， 変位が一定 の 要素 で 近似 し た た め に生 じ る

　 誤差で あ り ，
こ の こ と は す で に 指摘 され て い る

16 ）・2z ）。

　 そ の 誤差 の 大 き さ は ，要素 の 中点 か ら境界 に 垂直 な 方 向

　 の 距離が L で あ る内点に っ い て計算する と，表一2 の

　 値 忙な る e

　　 表 面 力 が一定 で 変位が線形 で あ る 要素 を用 い た 直接法

　　　 滋

1襟 賜 ｝
　 　 　 　 o

　 　 　 1ユfi．　 　　 　　 《tl 民

工
tJ

：s［

膝 雛謡飆
　 　 o　．

x　 　　　　 x 　　　 　　 苫

5
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界
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HSAXx
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5
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要

 

●

●．

B

邑

数

辺

糞
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質

〔
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に よ る 計算結果 は ， 図
一2 の よ うに 問題 の 境界条件 に 要

素 の 種類が 適合す る と き は ， き わ め て 精度が良 い 。要素

の 接合点の 周 りの ご く微小 な部分 に お い て誤差を生 じ る

の は ，要素 の 接合点が計算式上 の 特異点 と な る た め で あ

る。直接法 の 揚合は ，間接法 と違 っ た計算過程に お け る

障害 があ る 。 図
一2 の 問題 で 変位 の 拘束条件を抜 き ， 表

面力 だけ を 与 え て 計算す る と ， 単精度 （有効数字 6桁程

度） で は 解 が 得 られ な い 。 倍精度に す る と解は 求 ま る

が ， 非常に大 きな剛体変位 を含 む ， こ れ は直接法 の 基礎

式 の （3），（7）式 に お い て ，変位 がす べ て 未知数 の と き，

剛体変位を含む解 で あ っ て も等号 を 成 立 さ せ る か ら で あ

る 。 直接法で は ，剛体変位 を消去す る 揚合 に 変位 の 拘束

条件 が 必 要 に な る。

　4−3 均
一

な内圧 を受け る 円孔 の あ る 無限問題

　図一3 は ，均
一な 内圧 を受け る 円孔 の あ る無限問題 の

計算結果で あ る 。こ の 闇題 は ，ブ レ ビ ア に よ Dす で に 発

表され て い る 表面力と変位が
一．・

定 の 要素 を用 い た直接法

の プ ロ グ ラ ム
21 ）に お い て ，例題 に 取 り上 げ られ た もの で

あ る 。 ブ レ ビ ア の プ ロ グ ラ ム を複製 し，連 立方程式 の 解

法 の サ ブ ル
ー

チ ン を替え，単精度と した場合に つ い て 計

算 し た結果 を比較 の た め 図中 に 示 し て あ る 。

　表面力 と変位が共 に一定 な要素 を用 い た直接法 の 場 合

は ， 先 に 述 べ た よ うに変位 を一一・定と し た こ と に 起因 し て

境界 の 近傍 で 誤差 が 生 じ る ． 図
一3 で は ， 要素上 の 積分

を数値積分 して い る ブ レ ビ ァ の 揚合よ り，解析的 に 積 分

を行 っ た 場合 の 方 が ， 境界 に 近 い 部分 の 誤差 が 小 さ くな

る傾向 を示 し て い る 。

　表面力 が一
定 で 変位が線形 の 要素 の 直接法 の 揚合 は ，

円形 を 多角形 で モ デ ル 化 し た こ と と，高次 に分布す る 変

位 を線形 に 分布す る変位 に 置 き 換 え た こ と が 原因 と な っ

て ， 麌界上お よ び 境界 の 近傍で 必 然的な誤差を含む が ，

そ の 割合 は小 さ い 。要素数 を多 くす る と計
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 表一3
算結果 の 精度は 表 の よ うに き わ め て 良 くな

る。表一3 は精度の 良 か っ た 正 48 角形 の

モ デ ル に つ い て 計算結果 と厳密解を比較 し

た も の で あ る。

　直接法 の 揚合 は ， 表面力が一定で 変位が

線形 の 要素 を用い て 要素 の 数 を 多 くす る

と ， こ の よ うな問題 で は境界 の 近傍 も含め

て 精度 の 良 い 解 を 得 る こ と が 出来 る が ，弾

性 係数 の デ ィ メ ン ジ ョ ン の 取 P： 方 に 注意が

　　　表一2 要 素 の 方向 と平行 な 均一の 垂 直応 力度 σ が 作用 し た と きの 　　　　 要 る 。 図
一3 は ， 縦弾性係数を 200 と し

　　　　　　要 素 と 平 行 な方向の 垂 直応力度の 計算値に お い て ・要 素 の
　　　　 た結果で あ る 。 縦弾性 係数 を 2xlO6 に

　 　 　 　 　 　変 位 に 起 困 し て 計算 され る 値
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　する と，単精度 （有効数字 6 桁程度 ）で

　　 は満足 な解が求 ま らない 。

　　　問接法 は ，こ の よ うな形状 の 問題 の 場

纏 難鯛 誕 　 　 合 ・ 9 本解 と し て ・点 蝶 中が 欟 し

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 た 無限 平板 を用 い る こ と に な り，計算結

　　　　 　　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　 果 の 精度 は ，境界 か らの 距離 が要素 の 長 さよ り大 き い 部

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 分に お い て満足出来る。こ の こ とは 間接法 に 関す る 報告

　　　　 　　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　 に お い て す で に 示 し て い る
15 ）

。
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図一3　内 圧 を受 け る 円孔 の あ る無限 平板

内圧 を受 ける 円孔 の あ る無限平 板の 応力 と変位 （．「lti　48 角形 モ デル ）
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　4−4　表面力が線形分布 の 閙題

　 図
一4 は ， 境界 AB と

’
CD に お け る表面力が線形分

布 で 変位 が 2 次分布 の 問題 で あ る 。 短辺 の 1〆5 または

1110 の 長さの 境界要素を設定 し，図一5 の よ うに モ デ ル

化す る 。

　 図
一6 は ， 解析 モ デ ル 1 と 2 に つ い て ， 間接法と直接

法 の 計算結果 を 比 較 した も の で あ る 。 重 み荷重 が 等分布

す る要素を用 い た 間接法 の 揚合ぱ ， 要素分割 を細 か くす

る と精度 が良 く，解析 モ デ ル 2 の 計算結果 で は ，隅部を

除 い て 満 足 出来 る褓 が得 魔 て い る a．

　直接法 の 場合は ， 隅部 か ら離れ た 部分 に お い て も誤 差

が生 じ て お り，計算結果 の 精度 は 良くな い 。

　 表
一4 は ，解析 モ デ ル 2 に つ い て ， 重み荷重 が 等分 布

す る 要素 を用 い た 間接法 と，表面力が
二

定 で 変位が線形

の 要棄 を用い た 直接法 で 計算 され た 境界 BF 上 の 変位

を ， 隣接 す る 要素ま た は 隣 り合 っ た要素接合点に お け る

値 の 差で 表 し たもの で あ る 。 間接法 の 場合は ，端部に 近

い 所 で 誤 差 を含む が ，端部か ら離 れ る と精度 が 良 い 。直

接法 の 場合は ， 境界 の 全体に わ た っ て きわ め て 誤差 が 大

き い 。 直接法に お け る こ れ ら の 値は ， （3） 式 を変形 し た

（7） 式 に 基 づ く連 立方程式 の 根 の 差 に 相 当 し ，連立方程

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 表
．…4
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図
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表　力が 線形分布の 平板 の拘 束 条件 を変 え たモ デル に よ る直 接 法 の 計 算結 果

式の 根 の 精度が不充分 で あ る こ とを表 し て い る 。

　直接法 に お け る 誤差を調 べ る た め ，解析 モ デ ル 1 と 2

で 変位 の 拘束条件 を ぬ き表面力 だ け の 境界条件を与 え た

場合と ， 問題 を対称軸で 2 分 し た解析 モ デ ル 3 と 4 に つ ．

い て 計算 し た結果 が図
一7 で あ る 。 変位の 拘束条件をぬ

い た場合 は；．大 きな 剛体変位を含ん だ解 と な る が ， 薯素

分割が細 か くな為と誤 差が小さ くな
？

て お り，解析モ デ
ル 2 め計算結果の精度は 比較的良 い 。変位 の 拘束条件の

付 い た解析 モ デ 膨 3 と 4
．
の 結果 は，解析 モ デ ル 1 と 2 の

場合 よ り精度 が 向上 し て い る が ， 解析 モ デ ル 3 に 比 縛 る
』

と要素 の 設定が細 か い 解析 モ デ ル 4 は ，境界条件 の 近似

性 が 良く な っ て い る に もか か わ らず，解 の 精度炉か え っ

て低下 し て い る 。

4−5 表面 力がρ次分布の 問題

　図一8 は ， 境界 AB に おい て 2 次 に 分布す る 境界 に
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

そ っ た 表 面 力が作用す る 問題 で あ る 。境界 CD に
．
お い

て ， 境界 AB と 同 じ 分布状態 で 向きが逆 の 表 而 力と ，

・

境界 に垂 直で線形に 分布ナる表画力が作男して 釣合？
て

い る 。こ れ を 図
一9 の よ うに モ デ ル 化す る 。 境界要素法

モ デ ル は ，全境界 を 60 等分する よ うに 要素を設け て お

り，各要素上 の 表面力を一定に し∫七い る 。有限要素法 と、

比較 す る た め ， ．一定ひ ず み 三角形要素に よ る有限要素法

モ デ ル を設定 し て い る 。
．

　全体 の 領域に お け る 計算結果 の 精度 は ，図一 〇 で あ

る。境界要素法 で は，重 み荷重 が一定の 間接法 の 揚合隅

部 を除 い て堵較 的良 い 結 果 と な っ て お り，こ の よ う に 間

接 法 は表面力が高次に分布す る問題 に対し て も ， 要素分

割 を細 か くすれ ば有効 で あ る とい え る 。表面力 が
一
定 で

変位 が線形 の 要素を用い た 直接法 で は，変位 の 拘束条件

が付 い た モ デル の 計算結果 を示 し て お り ， 先に述 べ た表

1仁 韲
　 　 4− 一一一一一一一一一一一一」

：→ ×

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 40
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　図
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望
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　　　 図一9 表面 力 が 2 次分 布 の 平 板 の 解析 モ デル

面力 が線形分布す る平板 と 同 じ く
．
， 満足出来 る結果 が得

られ て い な い 。 図
一10 に表示 され た 有 限要素法 によ る

結果 は ，大き な誤差 を含ん で い る が，こ れ は 要素 内で 一

定値 と し て計算さ れ た 応力 を ， 要素 の 重 心 の 位置 に お け
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　 　 図一10 表 面 力 が 2 次分 布 の 平 板 の 計 算結 果 の 精 度

る厳密解 と比 較 した た め で あ る。

　図
一11 は ，

X 諞30 に おけ る 断画 の 垂直応力度 σx

と せ ん断応力度 τxy の 計算結果を示 し た もの で ，間

接法 に よ る 境界要素法 に よ りす ぐれ た 結果 が得 られ て

い る 。 有限要素法 に よ る計算値は ， 要 素問で 不連続な

値 と な る た め階段状の 表示 と な る が ，厳密解 を そ の 表

示値内に 含 ん で い る 。 直接法 の 場合 は ，変位 の 絢束条件

が付 い た モ デ ル で 計算する と，境界 か ら離れ た部分に お

い て も か な り の 誤 差 が 出 て い る。図 中 に は ， 変位 の 拘束

条件 をはず し た モ デ ル に つ い て 直接法 で 計簣 した値 もの

せ て お り，比較的 に 誤 差 は 少 な い が ，間接法 に よ る 結果

よ り劣 り ， ま た 非常に 大 き な剛体変位 を含 ん だ解 に な っ

て い る 。・

　図一12 は，境界 BC
’
上 の 垂直応力度 Ox の 計算結果

を示 し た もの で あ る。間接法 に よ る境界要素法で計箪 し

た結果は，隅部 か ら 離 れ た 区域 で 良い 精度に な っ て い

る 。 こ れ ま で 間接法 で 種 々 計算を試み た 結果 ， 隅部 か ら

要素 の 長 さ の 2〜4 倍以上離れ る と ， 満足出来 る精度が

得 られ る よ うに思 え る 。 図一12 に 示 し た 直接法 の 算計

結果 は，変位 の 拘束条件をは ず し た モ デ ル に つ い て 求 め

た もの で ，境界 Bρの 中央部で は 誤差 き含ん で い る が

ま と もな 値 とな っ て お り，ま た 大 き な 剛体変位 を含 ん で

い る。図一9 の 変位 の 拘束条件を入 れ た モ デ ル を直接法

で 計算す る と ， 境界 BC 上の 応力 は ，図
一12 に 表 示 出

来 ない 程 の 大 きな誤差 を含む 。

”S　　　　　
−4　　　　　 0　　

「
　　 20 　　　　　

・40

　 図
一11 表 面力 が 2 次分 布 の 平 板 の X ・＝30 に お け る

　　　　 垂直応 力度 σ r とせ ん 断応 力 度 τXT

図
一12 表面力 が 2 次 分布 の 平 板 の 境界 BC に お け る

　　　 垂 直応力 度 の r

　 4−6　解 の 精度 の 考察

　直接法 は ，そ の 解法 の 原理上非常 に 精度 の 高 い 解を 求

め られ る 可能性 が あ る は ず で あ る が ，今回 の 数値計算例

で は解 の 精度は満足出来る もの で は な か っ た。直接法 よ

り間接法 の 方 が数値計算上有利 で あ る と い う示 唆 も示 さ

れ て お り
22 ）・23 ｝

， 直接法 は 解 決す べ き問題 を残
．
して い る。

今 回出 て きた直接法 に お け る 問題点 を整 理 す る と次の 4

点 に な る 6

　a ） 変位の 拘 束条件を入 れ な い 問題 （第 2 種境界値 問

　
』
題 ） で は ，剛体変位 を含 ん だ 解 と な り，数値計算上

　
．
有効数宇 の 桁数が少 な い と解不 能 と な っ た 。

　b）　境界条件 が表面力 と変位 の 両方 で 与 え られ た 問題

　　で しば しば大 き な 誤差 が 生 じ ，こ の 誤差 は ，基礎式

　　か ら構成 さ れ た連立 方 程式 を 解 い た 時点 ですで に発

　　生 して い た 。こ の よ うな 問題 で は ，境界条件 の 近 似

　　性 を良 くす る 目的 で 要素 の 数 を増や し て も，解 の 精

　　度は向上 しな か っ た 。

　 c ） 変位 が一
定 の 要素 を用 い る と連 立 方程式 の 解 に 信

　　頼性 の あ る場合 で も境界 の 近 傍で 誤 差が 生 じ た 。 こ
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　　 の 誤 差は ，要素 の 数 を増 やす か ま た は 変位が線形 の

　　 要素を採用す る こ と に よ り改善 出来 た 。

　 d） 変 位 の 拘束条件と表面力 を与 え た 閙題 で は ，弾性

　　 係数 を調節す る か ， ま た は有効数字の 桁数 を大き く

　　 し な い と解が求 ま らな か っ た 。

　 以上の うち ， c） と d） は 解決 出来た問題 で あ る 。　 a ）

は ，表面力が与 え られ変位 を求め る問題 に お い て ， （3）

式 の 未知数 の 係数の 代数和 が P に な る こ とが 原 因 で あ

る 。 従 っ て
， 剛体変位 を消去す る に は変位 の 絢束条件を

付 け な けれ ば な らな い 。h） は 直接 法 の 軍要 な ポ イ ン ト

で あ り，直接法 の 汎用性 を 示 す に は こ の 問題 ，即 ち 変位

の 拘束条件が付 い た問題 で ， （3）式 を離散化 し た （7）式

に 基 づ く連立方程式 の 解に 含 まれ る誤差 に つ い て 検討 し

なければな らな い
。

　 こ の こ とに つ い て結論は 得 られ て い ない が，こ れま で

調 べ た こ とに っ い て ，図一5 の モ デ ル 2 を例 に と っ て 説
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 れ

明す る 。 与 え られ た 表面 力を Ti ，点 E と F で 与え られ

た 変位を Ui ，未知 の 変位 を tti
， 基本解 の 表面力 と変位を

サ

T メ と Uima とす る と，（7） 式 は （19 ） 式 に な る 。

　 　 　 　 　 　 　 t　　　　　　　　　　　 v　　　　　　　　　　　　
Ji

　　　一 Σ T メ 碗
＝・Σ T メ 駒 ＋ Σ Vti※ Ti ・…（ユ9）

　 　 　 　 s キ E ．F 　 　　 　　 s＝E ，F
　 　 　 　 　 ワ

　表面力 丁錯 は 基本解全休 と し て は 釣 り合 っ て い る の

　 　 　 　 　 　 　 　 　 t

で 境界全体 で は Σ丁賭＝0 で あ る ，α9）式 の 左辺 の

η　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η

TiX は未知数 の 係数 で あ り，E 点 と F 点 の TiX が 抜

けた残 りで あ る。こ の た め 例 えば E
，
F 点 か ら離れ た 所

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 す

に 黼 の 作用点 をあて は め た 基本解 の 揚合は 認 詔
楽

の 値 の 絶対値 が き わ め て 小 さく，誤差 が 生 じ やす くな

る 。 次に （19）式 の 右辺 で あ る が，代数和 を取 っ て い る

の で 有効数字 の 桁落 ちが起 こ る 。 図
一5 の モ デ ル 2 で

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 す

は 表 面力 が外向き と内向 きで 分布 し て い る の で ， ev．iXT ，／

の 値に 正 負 が生 じやす く桁落ち の 傾向が著 し い 。某本解

の あて は め方の 影響で は ， 例 えば図
一5 モ デ ル 2 で イ と

ロ で 示 し た 要素に 甚 本解 の 荷重 の 作用点が あ る と きは ，

イ と ロ の 場合 で 得 ら れ る方程式 の 係数 と定数項 に 強 い 類

似陸 が 現 れ る。・こ の よ うに 数値計算上 の 誤差 の 原因 は い

くっ か 考 え られ る が，倍精度等 で 計算 を試 み ，ま た マ ト

リ ッ ク ス の ノ ル ム か ら誤差 の 上下限を調 べ る と， こ れち

が根本的 な 原因 で な い よ う に 思 え る。表面力 が一定で 変

位が線形の 要素 を用 い て い る が，境界条件の モ デ ル 化 に

は 誤差が 生 じ る 。こ の 誤差 の た め （19）式 を解い た と き

の 解に信頼性 が な くな る の で は な い か と推 察 し て い る
．
。

例え ば ， 境界条件 が完全 に モ デル 化出来る単軸 引張 を受

け る 問題 や；
．
対埆牲 が あ り境界条件 の モ デル 化に含ま れ

る 誤差 が数値計算上打ち消し合 うの で は な い か と推測さ

れ る 閊題 で は 精度 の 良 い 解が出 て い る 。 そ の よ うな 問題

は 限 られ て お り ，

一般 の 問 題 に お い て ，低 次の 要素を用

い た直接法 で 汎用性 の あ る解法を開発する の は ，非常 に

困難 で あ る と考え る。
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　 間接法 の 揚合は ， 今回の 例題 ま た す で に報告
15 ）し て い

る よ うに 良好 な 結果 が得 られ ，要 素分割 を 細 か くす れ

ば ， 境界条件に か か わ らず満足 出来 る解が得 られ て い

る．誤差 が 大 き くな る 隅部 は そ こ だ け細分割 し た 要素 を

設 け る が ，

．
ま た は 精度 の 良 い 部分 の 解 か ら外挿 し て 求 め

る な ど の 方 法が あ る。間接法 で 誤差 が大 きい の は ，細長

い 間題 や同
一

領域 で 境 界 が 近接 し て い る 問題 な ど で あ

り，こ れ らに つ い て は 仮想境界 を設 けて 領域 を い くつ か

の ブ ロ ッ ク に 分割す る 方法が解 の 精度 の 向上 に 有効 で あ

る。間接法 で 良好 な解 が 求 ま る こ との 理 由に つ い て は ，

墓礎式 で あ る （6） 式 の 未知数 に 付 く係数 と定数項が ，

各 々 の 方程式 にお い て表面 力ま た は 変位 の い ず れ か
一

方

に 統
一

され て い る こ と が挙 げ られ る。ま た基本解 に か け

る重み荷重即ち未知数 が ，重 み荷重 を作 用 させ る 要素 の

境界値 と強 く結びつ い て お り， 数値計算上有利で あ る こ

と が 大 き な原因で あ る と考 えられ る 。

　 5． 結　　　論

　等方性 二 次元線形弾陸問題を対象 と し た境界 要素法 に

つ い て ，直接法 と間接法の 比較を行 っ た。

　変位の 分布状態 の 次数 が表面力 の 分布状態 の 次数 よ り

1 っ 高 い 境界要素 を用 い た直接法は ， 精度の 高 い 解 を求

め る こ と が 可 能で あ る と考 え られ る が ，今回作成し た 表

面力が一定で変位が線形 に 分布す る塊界要素 を用 い た直

接法 の プ ロ グ ラ ム で は ，境界条件 が表面力 と変位 の 両方

で 与え られ た問題 に つ い て ，計算結果 に 信頼性 を持 て な

い 揚合 が あ り ， 低次 の 要素 を用 い た直接法 に よ る 汎用 プ

ロ グ ラ ム の 開発 は 困難で あ る と考 え られ た 。

　重 み荷重 が 等分布す る境界要素 を用 い た間接 法 は ， 境

界 要素 を細か く設定 し た モ デ ル に つ い て 計鯨す る と，精

度 の 良 い 解 が得 られ ， 低次 の 境界要素 を用 い た 汎用 プ ロ

グ ラ ム の 開発 に お い て ， 間接法 は 直接 法 よ りす ぐれ て い

る と考え られ た 。
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reported 　 to　 get 　 the 　 numerical 　solutions 　 o 壬 elasticity
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