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重 ね 合 せ に よ る 二 次元弾性問題 の 解法 に 関す る 考察

正 会 員 平 　居 　孝 　之
＊

　1 序

　弾性 聞題 は ，既知 の 基本解を重 ね合せ て境界条件を再

現す る こ と に よ り近似的 に 解 くこ と が出来 る。用 い る基

本解を適切に運定すれ ば，任意 の形状 を した問題 に適用

出来 る可 能性 があ る 。 大型計算機 の 発達に よ り ，

一般 に

数値積分を伴 う境界条件 の 再現 の ため の 多大 の 量 の 計算

を意図 し た精度で 行 うこ と が可能に な り ， 任意形状を し

た弾性問題に対 し て 汎用性 の あ る 解法 の 開発が 活発 に試

み られ て い る。基本解が荷重 の 作用点を中心 とす る 放射

状分布 を して い る の で ， 放射状応力場 の 重 ね合せ に よ る

境界荷重問題 の 解法
「）

， 電子計算機 に よる 二 次元応力問

題 の 解法
2）

， 半無限平板 の 応力揚 を重ね合せ る半無限板

法
3 ）

， 境界に相 当す る部分 の 応力 を弛緩し て境界条件を

満足 させ る境界応力弛緩法
4 ）

， 境界条件 の 再現 を基本解

の 応力揚に 基 づ く積分方程 式 に よ り行 う境界積 分方程式

法
5，

， 周辺 を有 限個 の 線 要素 に 分割 し 基本解 を各要素 に

お い て 積分 し て 境界条件を再 現 す る こ と か ら周 辺 積分有

限要素法
e），などと表現 され て い る 。 重 ね 合せ 法 は次に

述 べ る基本原理 に基 づ い て お り，既知 の 基本解を境界条

件が満た され る ように重ね合せ て ， 任意形状を した弾性

問題を解 く方法で あ る。筆者も基本解を重 ね合せ て 境界

条件を再現す る 方法 で 任意形状 を し た 二 次元弾性問題 の

解法 の 開発を試みて お り，こ こ で は こ れま で行 っ た考察

に つ い て 述 べ る 。

　 2 従 来 の 研究 とそ の 考察

　
’2−1 基本原理

　基本解 の 重 ね合 せ に よ る 任意形状の弾性問題の 解法

は ， Ch．　Massonnet に ょ り放射状応力場 の 重 ね 合 せ に

よ る境界荷重問題 の 数値解法
1》 と して そ の 基本原 理 が 示

され た。

　図一1 の （a ）の よ うに境界荷重 が 与 え られ た 平面問題

を解 くた め に ， 境界に仮想荷重が作用 して い る図
一1 の

（b） の 揚合を考 え る 。境界の 微少部分 ds に作用して い

ψ Pds

図一1 平 面 聞 題

〔b）
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る仮想荷重 J’ ・ds に よ っ て生 じ る応力場 と して ，無限縁

上 の 1点 に P ・ds と同 じ大 きさの 集中力 が作用 し て い る

半無限平板 の 応力揚を用 い る。境界 の すべ て の 仮想荷重

に よ り生 じ る応力場 を重ね合 せ る と ， あ る一つ の 応力場

が得 られ る。こ の 応力場 が境界条件 を再現 して い る と き

解 と なる 。

　Ch．　Massonnet は ， 問題 に与 え られた境界荷重 をそ の

ま ま仮想荷重 と し ， そ れ らの 仮想荷重 が作用 した と き の

応 力場を重ね合せ た とき に，境界 の 位 置 に 生 じ る応力 と

境界条件 の 差 を再 び 仮想荷 重 と お い て 計算を繰 り返 し ，

両者の差が十分に小 さ くな る ま で計算 を繰 り返す方法 で

境界条件の 再 現を行 っ て い る。岸谷，筆者は こ れ と同様

の 考 え方 で ， 線分の 要素で境界を近似 した モ デ ル を用 い

る解析 プ ロ グ ラ ム を作成 し報告 し て い る
3 ）

。 解け る問題

の 形状 に制限 が あ り， ま た繰 り返 し 計算を必 要 と し て お

り，初歩的 な解法 で あ っ た 。

　Ch ．　Massonnet に ょ っ て 示 さ れ た 重 ね 合 せ に よ る弾性

問題 の 解法 は多 くの 可能性を含ん で い る。多元連立 1 次

方程式 の 利 用，仮想境界 の 設定 ， 基本解の 拡張 な どの 工

夫に よ り， 境界条件が変位で 与 えられた揚合 ， 内部 に切

欠 きを有す る場合，厚 さ ある い は弾性定数の 異な る部分

が接合 され た揚合，異 な る 部分 が 接触す る場合 ，物体力

が存在す る場合 ， 無限遠で均一応力場 の 与 え られ た無 限

平板の 場合等 へ の 適用が考え られ る 。

　 2−2　多元連立 一次方程式の利用

　基本解を重 ね 合 せ て 求め た応力場に よ っ て ， 問題 に与

えられ た境界条件を再現する ため の 数値計算は ， 問題 の

境界を有限個 の 要素に分割 し，各要素 で境界条件が近似

的 に 満 た さ れ る よ うに行わ れ る。大型計算機が利用出来

る現在で は ， 境界 の 各要素に作用され る 仮想荷重 を未知

数とす る多元連立 次方程式 を解 くこ とに よ り，境界条件

を再現す る こ と が可能で ，繰 り返 し計算を省略する こ と

が 出来 る。

　与 え られ た問題 の 境界 を n 個の 要素に分割 し，第 ∫番

目の 要素に作用させ る 仮想荷重 を Pi とす る 。 乃 に よ

り生 じ る 第 」番 目の 要素 の 応力 を σガ とする。用い る

基本解 の 種類と ，
i お よ び ブ番 目の 要素 の 位置関係に よ

っ て決 ま る係数を N ガ とする と，σガ は Pi の
一

次式 の

形 で （1） 式 か ら求ま る 。

　　　 σ」i　＝ Nji ・Pi ………・……………・・…・一 一 （1）

　 　 　 　 　 　一 1　−
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　す べ て の 要素 の 仮想荷重 に よ り生 じ る ゴ番 目の 要素 の

応力 を重 ね合せ た値が境界条件に 等 しい と置 くこ と か ら

（2）式が得 られ る。

　こ こ で σ
ゴo は ， ノ番 目の 要素 の 境界条件 で 与え られ た

応力 で あ る 。

　　　Σ N ガ
・P 尸 σ ノ。

…・・・・・・・・・・・…一 ……………
（2 ）

　 　 　 i

　仮想荷重 の 自由度と境界条件 の 自由度を そ ろ え る こ と

に よ り，（2）式で 表 され る 多元連 立 1 次方程式 の 解 が 求

ま り ， 境界条件を再現する仮想荷重 が定ま る。境界条件

が変位 で 与 え られ た 要素 に っ い て は ， 基本解 と し て 変位

揚を用 い る こ と に な る 。 仮想荷重 の 替 りに仮想変位を未

知数と し て も同じ こ と で あ る。

　2−3　仮想境界の 設定

　厚 さが異な る場合，ま た 弾性定数の 異な る部分 が 接合

され た問題 は ， 同
一条件の 部分 ご とにブ ロ ッ クに分割 し

て 解 くこ とが 出来 る
6
  ブ ロ ッ ク の 接合部 で あ る仮想境

界に おけ る境界条件は ， 仮想境界 で 接合 され た二 つ の 要

素 の 応力 と変位が，そ れ ぞ れ っ り合い 条件 と適合条件を

満足 す る こ と か ら与 えられ る 。 仮想境界上 で 厚さ が α め

ブ ロ ッ ク A の要素 S と ， 厚さが ゐの ブ ロ ッ ク B の要素 st

が接合 さ れ て い る とき，ブ ロ ッ ク A に作用させ る 仮想荷

重 に よ り要素 S に生 じ る応力を OA 変位 を SA と し ， ブ

ロ ッ ク B に作 用さ る る仮想荷重 S
「

に よ り要素 に 生 じ る

応力を σ B 変位 を δB とす る と，っ り合 い 条件は σ A
・a

＝ 　OB ・b 適 合条件 は 6A ＝ δB とな る。異 な る座標系 を併

用す る場 合は ， 座標 変換 が 必要 で あ る 。

　仮想境界 を設け て ブ ロ ッ ク に 分割 し て解 く方法は，同
一厚 さで 同 じ材質 の 揚合で も，問題 の 形状に よ っ て仮想

荷重を求 め る た め の 多元連立方程式 の 係数相互 の デの メ

ン ジ ョ ン が大き くな る 時 の 対策 と し て も有効 で あ る 。

　2−4 基本解

　墓本解 と し て は ， 無限平板あ る い は半無 限平板 の 1 点

に集中荷 重が作用す る場合が 用 い られ て お り， また こ れ

ら を 基礎式 と し て ， 線分 ま た は 曲線 の
一部 に分布す る荷

重 に拡張 した揚合が試み られ て い る。

　半無限平板 の 無限縁上 の
一

点 に集中荷重が作用 した場

合を基礎式とする 8 ’）・3），式 がきわ め て 簡明 で あ り，無

限縁上で 荷重 の 作用 して い な い 部分は 自由境界 と な る の

で ， 直線 の 自由境界 を再現す る の に好都合 とな る が ， 切

欠 きな ど の 境界 を再 現す る揚合に適用出来な い 。先に述

べ た仮想境界を設 け る方法 で あ れ ば ， 簡単な形状 の 問題

を半無限平板 の 無限縁上に荷重が作用す る場合 の 基本解

の み を重 ね 合 せ て 解 くこ と が可能 で あ る が ，一般に任意

形状 の 問題 を解 くに は，無限平板 に 荷重 が 作 用 し た揚合

を基本式 に含む こ と が必要 に な る
6）17 ｝。

　平板 の 1 点に集中荷重 が作用す る揚合は ， 荷重 の 作用

点 が 特異 点 とな る 。 1 点 に 作用す る荷重 は 実在 し な い

が，数値計算上 ユ 点 に作用す る荷重 の 作用点に お け る応

一　2 一

カ と変形を取 り扱 う必要が生 じ る。荷重 で 与 え られ た境

界条件を再現す る た め の 計算で は ， 特異 点回 りの 微少閉

区間を積分する こ と に よ り ， 要素に 作用す る合力 と し て

取 り扱わ れ て い る
，）」η 6

　半無限平板 の 無限縁上 で ない 1 点に集中力が作用する

揚合 の 応力揚が基本解 と し て 用い られ て い る
Z ）

。 こ の と

き の 応力場は ，無限平板 に 集申荷重が作用する揚合 と半

無限平板 の 無限縁上に集中荷重が作用す る と きの 積分値

と して 導か れ る の で ，両者 を基礎式 とす る場合に帰着さ

れ る。

　モ ーメ ン トが無限平板 の 1 点 に作用 し た場合 の 応力揚

も利用 され て い る
7）

。 基本解 と して用い る 応力揚 は ，境

界に設定す る各 要素 に つ い て 直交 2 方向 の 荷重 に応 じ て

自由度 を 2 とす る場合が ほ と ん どで あ る。モ ーメ ン トを

応力場と して 加えると， 自由度が 3 に な る 。 周辺 を fl 個

の 要素 に 区切 る と きは ， 自由度2 の と き 2n
， 自由度 3

の と き 3n の 元数 の 連立 1 次方程式を解 くこ とに な り，
一般 に 周辺 の 要素 を細か く し て 要素数 を増やす方が，モ

ーメ ン トを加 え て 自由度を 3 とする よ り，計算機 の 容 量

に よ る 要素分割の 限度 と消費時 間の 点 で有利で あ る 。

　分布荷重 へ の 拡張 で は ，半無限平板 の 無限縁上 の
一部

に等分布荷重 が 作用す る 揚合の応力場が用い ら れ て い

る
4 ）。荷重作用部分 の 線分上 の 応力分布が 両端 を除 い て

一様 にな る の で ， 境界条件 が分布荷重 と し て与 え られ た

問題 を解 く揚合 の 基本解 と し て 有効で ある 。 無限平板上

の 1 つ の 線分 に等分布荷重 が作用す る場合は ， 荷重作用

部分 の 線分上 ゐ応力分布 が
一
様 とな らな い の で ，線分 の

中点 の 応力 は利用 され る が
2
」

， 中点を除 く線分近傍 の 応

力場を用い る の は疑問 が あ る 。

　等分布 の 荷重 に 替え て ，分布状態 に重 み を付 け た荷 重

が無限縁上 の一部に作用 し た半無限平板 の 応力揚 を用 い

る こ と が試 み られ て い る
S）。問題 の コ

ーナ ー部分 に含ま

れ る誤差が大き い た め ，半無限 くさ び の 先端に荷重が作

用し た場合 の 応力場 の 利用が 考え られ て い る
9 ）。 コ

ー
ナ

ー部分や境界近傍 の 解 の 精度 を上げる方法 と して ， 隣接

す る部分の 精度の 良い 解か ら外挿または内挿に よ り近似

値 を推定する方法 が報告 され て い る
f’）。

　基本解 と して 使わ れ て い る もの は，応力場に 関す る も

の が多 い が ， 境界条件が変位で 与え られ て い る揚合は変

位場 が必要 に な る。変位揚 と して は ， 無限平板の
一点に

集中荷重が作用 した揚合が利用され て い る
G 》・’°）。

　基本解の 重 ね合せ に よる境界条件の 再現の精度 と求め

た解 の 精度は ，用 い る基本解 に よ っ て 異な る が ， サ ン ブ

ナ ン の 定理 よ りロ ）
， 境界に設け る要素が小 さ くな る 程良

くな る とい え る。した が っ て基本解 の 拡張は ，境界 の 要

素分割 の 限度と 関連 して検討す る必 要があ る。要素分割

の 限度は ， 多元連立
一

次方程式 を解 く計算機 の 容量 と根

の 精度の 2 点に お い て考慮が必 要 に な る e 筆者 の 試 行で

N 工工
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は ， 後に 示す図
一12 の よ うに ，500 元程度 の 連立 1 次

方程式 を有効数字 6〜7 桁 で 解 い た場合に満足 な解が得

られ て い る 。

一
方要素数が少な い 場合で も，異種材質の

接合閙題 で ヤ ン グ係数 の 比 を極端 に 大 き く取 っ た場含，、

対称性 を有す る 問題 で 要素分割に も対称 性 を持 た せ た 場

合に ，多元連立
一

次方程式 の 根に信頼性 の 得 られ な い 事

例 が生 じ て い る 。

　 3　解 法 の 有用性 の 検討

　新 し い 解法 の 開発 に お い て は ，その 有用性を従来 の 解

法 と比 較 し て検討 しな け れ ば な らない 、ま た解 り信頼性

を実験 に よ り裏付け る こ とが必 要 で あ る 。無限平板 の
一

点に集中荷重 が作 用 し た と きの 応力場 と変位場 を基本解

に用 い た解法に っ い て ，最近 そ の有用性が明 らかにされ

て い る
s），10 ）。無限平板 の 1 点 に 集中荷重 が作用 した場合

を基本解 とす る と，境界条件 が 分布荷 重 で 与 えられ た 問

題や仮想境界を 必要 とす る問題 で ， 境界 の 近傍に お け る

誤差 が大 きくな る
：e）

。 解 の 精 度 を上げ る た め には ， 先に

述 べ た よ うな 方法 がある が ， な か で も境界条件が分布荷

重で与え られ た時 の 状態を よ り近似的 に 再現 出来 る 基本

解 の 利用 を試 み る こ とが有望 で あ る 。 こ こ で は ， 分布荷

重 に対応させ る基本解と．し て ， 半無限平板 の 無限縁 の 1

部 に等分布荷重 が作用 し た と きの 応力揚と変位場に着 目

し ， 半無限平板 の 無限縁 の 1 点に 集中荷重が作用 し た と

き と，無限平板の 1 点に集中荷重が作用 した ときの 応力

場 と変位場 と 組み 合 せ て ，任意形状 の 問題 に 利用出来 る

解析プ ロ グラム を作成 し ， 例題 に適用 して ， 解法の 有用

性 を検討 した。

　3−1 解析プ ロ グラ ム

　任意形状の 問題 を 対象 とす る場合 は ， 用 い る 基本解に

適 し た形状の 解析モ デル で 近似す る こ と が必 要に な る 。

線分上 に等分布す る 荷重 と線分上 の 1 点 に 集 中 し て 作用

表
一1 解析 プ ロ グ ラム の フ ロ ーチ ャ

ート

解析 モ 广 ル の 読 み込 み 　 〔境 界 の 線 分要素 の 接合点 の 座慓、

　　　 境滌 件 で 与 え られ た勧 又腰 位 衝 ・ヌ晦 ・｝、
　 　 　 応刀 と変位を 求め る点 の 座標 ）

濕 黷犠 な｛・・｝＝｛孵 よ嗣 よ り

結 呆 の 詢 ち 出 し

する：荷重 の 応力揚 と変位場を基本解 と し て い る の で ，問

題 の 周辺 を線分の 要素に分割 し ， 多角形 で モ デ ル 化す

る。

　境界条件 の 再現は，各要素 の 中点に お い て 満 た され る

こ と と した 。 解杤 プ ロ グラ ム の フ u ・一チ ャ
ート を表

一1

に 示す。境界条件が荷重お よ び変位 で 与 え られ て い る 揚

合 ， 異な る材質 ま た は 厚さ の 平板 が 接合され て い る場

合，無限遠 で均
一

応力場 とな る無限平板 に孔 が あい て い

る場合に っ い て，任意形状 の 二 次元弾性問題に適用出来

る 。

　3−2 応力揚 と変位場 の 基本解

　図
一2 の （a ） の よ うに ， 線分 AB で表され た境界 の

要素に直交座 標お よび極座標 を設 け，実 体が右手 にあ る

よ うな線分 AB の 方　　　　　　　　Y

荷重 は ，X 軸 に平行

鱗 鵬篇 … 等 分布

  剛 重凱 ，

重 （図
一

・ の 1・）諒 　 　 食＿ ttB

た X 軸あ る い は Y

軸 ・平 行・ 肺 ・作
（・陌 ・

  ＿ 血
用す る集 中荷重 （図　　　 　　A 　　 O　　 B
　　　　　　　　　 　　　　　 ド

ー t十 t − ｛
− 2 の c） と す る。

い ずれ も座標軸 の 正 　　　　図一2 要 素 と座 慓

の 方向を向 くもの を ＋ とする 。以下 に おい て変位揚は応

力場 か ら求 め た歪 を積分 し た もの で あり， 平行移動と 回

転を 表す こ と に な る積分定数は ， 式が簡単な形 に な る よ

うに選 ん で い る。平板 の 厚 さは 1 に 取 り，次の 記号 を 用

い る 。

y ： ボ ア ソ ン 比

　 　 3・−1一μ

m ＝ ＝ r

　 　 4・π

　 　 一2at
＝

　 　 π
・L‘

E ； ヤ ン グ係数

　 　 1− v
7z ＝

　 　 4・π

　 　 2・vfi
　 ：

　 　 π
・E

　以下 で は ，平面応力状態 を考えて お り， 平面歪状態 の

場合は V の か わ りに y1 （1一の とす る。

　 a 　無限平板 の 1 点 に 集中力 が 作用す る とき

　集中力 Px （図一2 の c） が作用 し た ときの 応力揚は，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 cos θ
σx ＝ ｛一フ刀

一ト （f71− 71）
陰sin2 θ｝・−7

− ・ヱ）

x
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 7

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 cos θ
σ V ＝ ｛フト （m − n ）　・sin

’t
　e｝・　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　・Px

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 r

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 sin θ
τXY ＝ ｛m − （m − n ）・sin2 θ｝・　　 　　　　　　　　　　　　 ・Px
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

一

　　　　　　　　　
・・・・……・・・・・・・・・……………・・（3 ）

変位揚 は

　　　・・
一

、F． ｛（・
一・・… ＋ … 1・ ・　）

N 工工
一Eleotronio

一　3　−

　 Library 　
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義罫縲 翻
… （4 ）

　集中力 Py （図
一2 の c）の 揚合は ， （3），（4）式 の 座標

変換に よ る。

　 こ れ らの 値は荷重の 作用点に お い て 無限大 と な る た

め ，荷 重 の 作用点 で は ，長 さ 2t の 線分要素 g上 で 荷重

が等分布 して い る と 考 え た 揚合の原点の値を 当て は め

る 。

　集中力 Px （図
一2 の c）作用点 で

　応力は ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　・x ＝O・・v ＝O・・xy ＝一
石

’Px ”… ’… （5 ）

　変位は ，

：：鸛野
’帆

トの

　集中力 Pv （図一2 の c） の 作用点で

　応力 は ，

　 　 　 　 　 　 レ　　　　　　　 1

　　　・ x
＝一

不7P γ ・・Y
＝
石

PY ・Tx
・
＝o ’’’’”（7 ）

　変位は ，

　　　・・
一 ・

，
・・

一 纛「
（・
一・）・（・ ＋ ・）・（・・ 卜 ・・…

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　…　一・・一・・・・・・・・・・・・・…　鹽・・・・・・・…　（8 ）

　 b　 半無限平板の 無限縁上 の 1 点に集中力が 作用す る

　　 と き，

　集中力 Px （図一2 の c ） が作用し た と きの 応力揚 は ，

　 　　　　　　　　　　　・Px
　 　 　 　 　 π 　　　　　　　 r

　　， X 。
．，9 　sii’getgn　eec°S2 θ。P 。

　 　 　 　 　 π

変位場 は，

　 　 一2　coss θ
σx ＝ 一

　　　　・Px
　 　 　 　 　 ブ　 　 　 π

　 　 一2 　日in2θ。COS θ
σ ｝
厂＝｝ ・・・・…　一・・・・・・…　（9 ）

’

・・
一｛・ 悟 岡 …

・・
一 ｛￥

” ？e（ ）
α

iβ

　　　　・血 ・一 ・｝・…
一

・ ≦ ・≦ ・・

　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　
・x

− ｛　 ・（ ）
一

…（10）

集 中力 Pv （図一2 の c） が作用し た ときの 応力揚は ，

　　。 x
＿

− 2 ．sin θ雌 ．i’

。
　 　 　 　 　 π 　　　　　　　 r

　 　 　 　 − 2　 sin3 θ
　　 σ y ＝ 一 ・　 　 ・1）

v 　 　 　 ………・・・…（11）
　 　 　 　 　 　 　 　 プ　 　 　 　 　 π

’

　 　 　 　 　 2　　sin2 θ，CDS θ
　　 τ − r ＝

…・　 　 　 ・1ヤ
　 　 　 　 　 π　　 　　 　　プ

変 位場 は ，

一

學 巉 等
β

灘 堵1
− 　4　一

　　　・・
一｛。 ．1。 。 ＋

Ct一β．c。 ，
・ 0

　　　　　　　 2 ｝・P ・ 　 」
　 　 　 　 　 　 　 　 　 ・rr・宦・・・・・…　rr・・…　凾9・・・・・・・…　一・・（12）

　荷重 の 作用点で は ， 長 さ 2・t の 線分要素上で荷重が等

分布 し て い る と考えた場合 の 値 を当 て は め る。

　集中力 Px （図
一2 の c） の 作用点で

　応力は ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 − 1
　　　　　　　　 　　　　　　　・Px …・………（13）　 　 　 σ x ＝ O，　σy ＝： O，　τXY ＝
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2・t

　変位は ，

　　　 ax 　＝＝　ct・（ln・t− ／）・Px ，　 nv ＝0 ・………・・……（14）

　集中力 Pr （図
一2 の c） の 作用点 で

　応力は ，

　　　・ x
− ÷・P

・ ，・
・ ÷ ・P ・ ，

・… ・・…（・5）

　変位は ，

　　　・一 … 一＠・ t一割 …
…・…・・一・・6・

　 c 　半無限平板 の 無限縁上 の
一部に等分布荷重 が 作用

　　す る と き，

　（9）〜（12） 式を積分 して求め られ る。

等分布樋 ÷ … 図
一・ の ・） が作用 ・た と きの

応力場 は ，

　 y ≒o ；

… ÷｛
一
鴫詈ll　i−÷瞬 ・ ・e

−
… ・ ea・｝…

　 　 1　 1
・・

＝
7 τ

（… 2eb −
… 2 θa ）’Px

謄
一÷佳鰔 ・・÷・職 舳 ・ ・a ・極

　　　 　　　　　 ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　一・・・・・・・・・…　（17）

y ＝0 ；IX］≒ ’

：ご蝿財∴嗣
　 　 　 　 　 　 　 　 　………………………………（18）

変位場 は ，

y ≒ 0 ；

・嵯 ｛・＠・・1撃 ■鵡 1・1撃
　　　　・ 鴫

一画 ）・ 等 互倣 ・｝・P ・

・・
一釜［

」 吉
β

｛（θb ＋ ｛｝）c ・… e

　　　　−
＠動 画 ｝… 隠詈刎 ・・

　　　 　　　　　　…　P・・？・・・・・・…　一・・・・・・・・・・・・・・・…　（19）

Y ＝ 0 ； IXI≒ ’

：：韲鱗☆一＿

N 工工
一Eleotronio 　Library 　
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二1：峯：：託∵ 剄
等分布艟 歩 … 図

一・ の ・・ が 作用 した とき ・

応力場は，

　γ≒ 0 ；

・・
一夛，｛

一（θb
一θa

　 　 2
）一÷・・・・ … 一蝦 ・｝…

砂 一 崇｛
冖（6bT一θ．

2
）

暖画 2 θゆ ・ ea・｝…

一 ÷r｛一÷・… 2θ・一醐 ・｝…
　　　　　　　　　 …………・……・・……………（21）
y 謹 0 ； ｝Xl ・≒診

妬 毒・ … IXIく t… x − ・ ・t ＜ ］XI・

解 毒… IXIぐ ），
・… ・tく ］XI・

　 τ

’
xy ＝＝O

変位場 は ，

y ≒ o ；

・炉 弟甼 ・b ＋9）… θ・「 ｛（ ）
一＠・ 詈）… ea｝− a・・1・lli疂ll1］

…（22）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・1）

y

　　　　　　　　　　　　　　　　（
一

π ≦ θ≦ 0）

・嵯 ｛・←・・θ・1・ 学 1− ・… 1轡
σD

　　　携
β

・・g・θ厂 … ea… 一
・・｝…

　　　　　　　　　 ・……・…………・……・・・・・・…（23）
y ＝0 ；IX卜≒ ’

　 　 π （Ct＋ β）
　　　　　　　ぜ）

y （x ＜ − t）δx ＝
　 　 　 　 4

δ・
一

一
π （

磐
）

÷ P ・ （− t ＜ x 〈 の

　 　 一
π （α 一

トβ〉
　　　　　　　　・Pv （t ＜ x ）δ．y 　 ＝
　 　 　 　 　 4

・・
一［　　　｛（t− x

2t． ）1・ lt− Xl

　　・
… t・ X ）1・1翩 一讐

β

］…
　　　　　　　　　　 ・・・・・・・・…　一・・一・・・・・・・・・・・・・・・・…　（24）

　 こ れ らは い ずれ も Y ＝o，x ＝ lt］す な わ ち線分要素 の

両端に お い て数値 を持たな い 。こ の た め応力ま たは変位

を繭 た い 点が ・ 一 ・
，
x − 1・i　 L な ・ 場合 は ・

・ 一 諾
に お け る値で代用する。境界条件 の 再現で は ，線分 の 中

点におけ る 応力 また は 変位を用 い る の で 問題 は生 じ な

い 。 （13）〜（16）式 は （18），（20），（22），（24） 式 に含ま

れ る g （17）〜（24 ）式 の 値 は，荷重 が 作用 し て い る所 か

ら離れ た部分 で （9）〜（12）式 の 値に近づ くの で ， 両渚 の

差異が許容値以内 に あ る 区域 で は （17）〜（24）式 の 替 り

に （9）〜（ユ2） 式を用い て もよ い 。

A °・肋 駁 kg％赫
　　 3　　 4　　 5　　　　　　　　　　 6　　 7
一

　

正

A

』EA

正

正

A

正

A

止

解
6
，
366 ）

図
一3 集中荷重 を受 け る 円板

OY ．i， の OV

Y

Y5049

．37548

．75

4Z5

45．o

C．m

40．o

デ ル

べ 一ス 　64 角 形

要 索 長 さ 1．22 ⊂ m

べ 一ス 　62 角 形

要 素 長 さ 1．75cm

　要 素 長 さ 523cm
ベ ース 　34 角 ア髟

要 素 長 さ 2．52cm
ベ ー

入 32 角 形

要 素 長 さ 5．23 ⊂ m

　要 素 長 さ 10．45 ⊂ m

萇呉　　@ 差　　@　　3　％ 　@以　
　　 ト丿 亅

こ　 5 　 ・

韶

。
．える

殆

図一4 　」．1 亅

を有す る無 限平 板 　以上に示し た （ 3 ） 〜（24）式において，（3）

（9），（ 11）， （13
） ，（15 ） ，（17 ） ，（18 ），（ 21 ）， （

） は 異 な る 表現 であ る がす で に 利
用さ
れて

いるものである「）

’ 「°） 。 筆者が追加
した式 は，（10 ），（12 ），（14 ），（16 ），（19

，（20 ） ， （ 23 ）， （24 ）式であ る。配 慮し た

は ，平行移動 と 回 転 を 与

る
積 分定数 の 値 であ る 。

@3 − 3 解 析モデ ル と 解 の 精度 　 図 一 3 は ， 円 板 の

ﾂ の直 径 の両端で 互 いに 向 い 合っ た1 対の集 中 荷重

作 用 し た問題を，半 無限平板 の 無限 縁の 1点に集中荷重が作

し た と き の 応 力 場 （ 9 ） ， （ 11 ） ， 　 　 　 　

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　 − 5 − 　 　 　 　 　 　 　　 　　　　 　 　 N 工 一
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組の 向い 合 っ た 辺 に 垂直な等

分布荷重 が 作用 し た場合で あ

る。半無限平板 の 無限縁 の 一

部 に等分布荷 重 が 作用 し た と

きの 応力揚 （17）， （工8）， （21），

（22）式 を基本解 と し て ，1 辺

を 10 等分 し た 要素を各辺 に

（13）， （15）式 を基本解 と して 解 い た結果で あ る。正 30

角形また は正 60 角形 で 問題 をモ デ ル 化 して お り ，
A 点

の 近傍の 要素を細分化 し た 時 の モ デ ル と比較 して ある。

厳密解 との 誤差 は境界 に 近 い 部分 で 生 じて お り ， 要素 を

小 さ くす る と精度 が 高 め られ る 。 要素 の 長 さを 1 とする

と，そ の 要素 か ら 1以上離れ て い る部分の 精度は良 い 。

同じ こ とが 図
一4 に も示 され る。図一4 は ， 円孔 を有す

る 無限平板が無限遠に お い て
一様な引張応力 を受け て い

る 場合 を，無 限平板 の 1 点に集中荷重 が作用 した 時 の 応

力揚 （3）， （5）， （7） 式 を用 い ， 図
一3 で 示 した の と同じ

多角形 の 孔 で モ デル 化 し て 解 い た結果 で あ る。

　図一5 は ，正方形平板 の 工
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図一6　等分 布荷 重 の 応 力 揚 を用 い た場合
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図
一了　集中荷重 の 応力場 を用い た 揚合

6

設け た モ デ ル につ い て 解 い た 結果 の 精 度 は 図
一6 で あ

る 。 載荷 され た境界 の 側の 精度 は良好 で あ る が，自由境

界 の 近傍で は誤差が大きい 。 同 じモ デル に つ い て ，半無

限平板 の 無限縁 の 1 点に集中荷重 が作用 した と きの応力

場 （9），（11）， （13）， （15） 式を基本解 と して 解 くと，精

度は 図
一7 に な る 。分布荷重 が 与 え られ た 境界 の 近傍 の

精度は落ち る が ， 自由境直 7）側 で は 図一6 に比 べ て精度

が良い 。

　集中荷重 が作用 し た揚合 の 基本解 と等分布荷重が作用

した 揚合 の 基本解を組み合せ る こ と で ， 解 の 精度 の 向上

を試み る こ と が考え られ る 。 両者 の 組 み合せ を種々 変 え

た と こ ろ で は ， 境界条件 を再現 する の に必 要な仮想荷重

を導 くに は集 中荷重が作用す る場合 を ， 自由境界上 の 仮

想荷重に よ る応力場に は集中荷重 が 作用す る場合を，分

布荷重 が 与 え られ た境界上 の 仮想荷重 に よ る応 力場 に は

等分布荷重が作用す る場合を，それぞれ基本解 に用 い た

とき の 精度が良 く， 図一5 の 問題 に適用 し た と きの 解 の

精度 は 図
一8 の ように な る 。 分布荷重 の 与 え られ た境界

と自由境 界 の い ずれ に お い て も精度が良い 。コ
ーナ ー部

分 で は ，

一様な 引張応力 の 作 用す る 図一5 の 場合は 図一

9 の ように 要素 を細 分化する こ と に よ り精度が向上 し て

い る が ， 等分布せ ん 断荷重 が 与 え られ た 揚合 は ，図
一ユ0

の よ うに要素 を小 さ くし て もそ れ に応 じ て精度の悪 い 部

分が小 さ くな らな い 。

　変位場 を重 ね合せ た と きの 精度は ， 変位場が応 力場 の

積分値で あ る か ら，応力場 を重 ね 合 せ た と きの 精 度 よ り

良い と考え られ る が ， 仮想荷重を求 め る た め の 多元連立

1 次方程式 の 係数 と し て 使 うに は 検討 を要する。こ の 点

に つ い て は次 の 機会に譲る 。

　3−4　例題

　図
一11 は ，せ ん 断荷重 が 作用 し た 鉄筋 コ ン ク リー ト

ラ
ー

メ ン 付壁板で あ り， す で ヒ解が報告さ れ て い る
12 ）

。

こ れ を図
一12 の よ うに 隅部 と 他 の 部分 との 境界 に 均
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丁 冷 ・素

の 変位を与え て モ デル 化 し ，

半無限平板 の 無限縁 の
一

部 に

等分布荷重 が作用す る揚合 と

無限縁の 1 点に集中荷重が作

用す る 場合 の 応 力場 と変位揚

を基本解に用い
， ブ ロ ッ ク に

分割す る方法 で 解 い た。区ト

13〜16 が 計算結果 の 変位 と

応力お よ び再現 され た境界条

件 で あ る 。 報告 され て い る

解
1E ）と の 誤差を各数値に印 を

　 　 YO
．75ga

O，537a

0

〔

靄
媼
直

鵜
》

一
　 　 　 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　灸 　　1．222 ＆

ブ ロッ ク 数 3　 49B元連 立 1 次 方 程武

○ ；辺 上硬 勲 （ 牌 桝
暢飄

2
識 。

　　　　 図一12 解析モ デル

付け て 表 して あ る 。 端部に おけ る

誤差は大きい が
， 全体に お い て 良

い 近似 を示 し て い る。入カデー
タ

は ， 境界上 に連続 し て 設 け た線 分

要素 の 接合点 の 座標 と境界条件が

大部分 で あ り ， 作成 に要す る時間

は 2 時間程 度 で あ る 。

　図
一17 は ，正方形 の 孔 を有す

る無限平板に無限遠 で 均
一なせ ん

断応力 が 作 用 し て い る問題 の計算

結果 で あ る 。 報告され て い る 解
13 ）

と近似 し て い る 。 こ の ような問題

は ，孔 を モ デル 化す る た め に 設定

し た線分要素 の 接合点の 座標 と ， 無限遠 に お け る均一応

力場 の 数値を与 え る こ と に よ り解 が 求 ま る 。

　図
一18 は ， 逆対称載荷 され た 長方形板 の 応力 を計算

し た結果 で あ る。定ひ ず み 三 角形要素 の 有限要素法 に よ

り要素分割を二 通 り に し た ときの モ デ ル に つ い て の 計算

結果 と比較 し て あ る 。 重 ね 合 せ 法 に よ る計算結果で は ，

図
一18 の 点線で 示 した 中央載荷点 を結ぶ 線分近傍 の 最

大主応力度が均一に 近 い 分布 と な っ て お り，い わ ゆ る 割

裂引張 の 応力状態に類似 して い る 。 モ ル タ ル 供試体 を用

い て 図
一／8 と同 じ載荷方法 で 強度試験を 行 う と ， 図

一18

の 申央の載荷点 を結ぶ点線の 部分 で 破断す る 。 重 ね合せ

法 に よ り計算 し た 図
一18 の 点線の 中央 の 最大主応力度

を 用 い て ，破断時 の 荷重か らモ ル タ ル の 強度を計算する

と表一2 に な る 。 表
一2 に は ，同時 に 成形 し た直径 5cm

の モ ル タ ル シ リン ダー供試体を用 い た揚合 の 割裂引張強

度 （図
一3 の 載荷状態に あ た る）

14 ） が示 され て お り，両

者は似た値 とな っ て い る 。 基本解 を重ね合 せ る 方法 は ，

モ ル タ ル や コ ン ク リートの 静的強 度試験 に おけ る供試 体

の 応力 を解析す る うえで 有効な 方法 で あ る。有限要素法

の 揚合，図
一18 の よ うな要素分割 の 粗さで は ， 応力分

布を的確に知る うえで 十分 とい えず ，ま た 要素分割の パ

タ
ー

ン が異な る と計算結果に大 きな差が生 じて い る 。 こ

れ らの モ デ ル は，節点数を ほ ぼ 同 じ に して あ り， ど ち ら

の 解法 も節点数 の 2 倍 の 元数の 連立方程式 を解 い て い

　 　 　 　 　 一　7　−
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る 。 計算時間 は ，重ね合せ に よ る方法がやや長 く必要 と
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　4　結　　　論

　基本解 を重 ね合せ て 境界条件 を

再現する こ とに よ り任意形状を し

た二 次元弾性閊題 を解 く方法に つ

い て ，こ れ ま で 用 い られ て きた 基

本解 に さ らに い くつ か の 基本解 を

組み合せ て 解析 プ ロ グ ラ ム を作成

し，二 三 の 閊題 に 適用 し て そ の 有

用性 の 検討 を行 い ， 次の よ うな知

見を得た。

　境界条件を再現す る の に必 要な

仮想荷重 の 算定に お い て は ，多元

連立 1 次方程式 を用 い る こ と が有

効 で あ り， 繰 り返 し計算 を必 要 と

せ ず，精 度を向上す る た めに境界

に設け る要素分割を小 さくし て 連

立 1 次方程式 の 元数が大きくな る

揚合 で も解 を求 め る こ とが可能 で

あ っ た 。

　集中荷重が作用し た揚合 の 基本

解 と等分布荷重 が作用 し た揚合 の

基本解を組み合せ ，自由境界 と集

中荷重 ま た は分布荷重の 与え られ

た境界に応じ て使 い わ け る こ とで

境界近傍の 解 の 精度 が 向上 し た。

　境界条件 が荷重 と変位 の い ずれ

で 与 え られ た 問題 で も解 く こ とが
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出来 た 。

　仮想境界 を設 け て 問題 を ブ ロ ッ ク に 分割す る こ とに よ

り ， 厚さ と材質の 異な る部分が接合され た問題に適用す

る こ と は有効 で あ っ た 。

　無限遠 で 均
一

応力場 と な る 無限平板 に 孔 が 存在 す る 問

題 を取 り扱 うこ と が出来た。

　解 の 精度は ，境界 をモ デ ル 化す る 要素 の 設定条件 に よ

っ て 調節する こ とが可能で ， 誤差を 3〜5％ 以内に納め

る こ と が出来る と推察 され た が ，問題 の コ ーナ ー部分 に

お け る精度 の 向上 は困難で あ っ た 。

　解析モ デル の データ は ， 主 と し て 境界に設け る要素の

接合点 の 座標 と境界条件 で あ り， 短時間 で 容易 に作成 さ

れ た 。

　 5　む　す　 び

　基本解の重ね 合せ に よ る二 次元弾性問題 の解法 に つ い

て ， 従来報告 され て い る基本解に い くつ か の 新た な基本

解を導入 し て作成し た解析 プ ロ グラ ム に よ P ，境界条件

が荷重 お よ び 変位で 与 え られ た場合 ， 異種材料 が接合さ

れ た場合 ， 無限平板に 孔 が存在する場合に ，任意形状 を

し た問題 の 近似解が得 られ る こ と を示 し た。
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UDC ； 62e ．1 ： 539 ．3

　　　　　　　 SOME 　CONSIDERATIONS 　ON 　NUMERICAL 　SOLUTION 　OF

TWO 　 DIMENSIONAL 　 ELAST 互C亙TY 　 PRO 既 E 皿 S　 BY

SUPERP （》SITON 　 OF 　 ELEMENTARY 　 SOI 、IJT亙ONS

by　Dr ．　TAKAYUKI 　mR 在 【，　 Associate　 Professor　of 　 Oita 　 Unlv ．t
　 Member 　of　A 　J，J。

　　Arbitrary　shaped 　two 　dimensional　 elasticity 　 problelns 　are 　possible　to　be　sQlved 　 by　 s しlperpositing 　 solne 　 elementary

solutions 　tQ　sat 三sfy 　the　boundary　cDnditions ．　 As 　the　 elcctric 　 oomputer 　 advanced ，　the　 nLui ユeri と；al　process　 on 　satisfying 　the

bDundary　conditions 皿 ight　be　carried 　 out 　w 正th　the　required 　ptecisiolユ，　 and 　the　 solutions 　havc　 the 　 possibility 　to　get　tlle

desirable　accuracy ．　 Recently　not 　a 　few 　studies 　on 　the　 method 　 for　 arbitrary 　 shaped 　 el とlsticity 　 problems 　 based　 on 亡he

principle 　of 　 superposition 　were 　reported ．
　　In　this　paper 　the　author 　tried　to　adopt 　seme 　elemei ユtary　solutions 　to　go 　with 　the　ones 　thaセ　have　bcen　reported

already ，　and 　the　usefullless 　of 　th ¢ mcthod 　is　exalnined 　 by　 all　 original 　 prograrn ，　 Arbitrary　 shaped 　 two 　d三mensional

elasticity 　 problems 　 which 　boulユdary　 collditiolls 　are 　gi▽ ell　by　 stresses 　or 　deforlnations，　 which 　is　 composed 　of 　several 　 por −

tioτls　oE　diffelent　 m 且 terials ，　 aユユd　h1丘nite 　elastic 　plate　havilユ9　arbitrary 　shaped 　 hole　 under 　tlle　action 　 of 　an 　uniform 　load
in　the　h1伽 ite　distalloe　are 　 sol▽ed ，（ぬ the　 nu 皿 erical 　process　to　superpose 　the　elementa ］y 　sQlu 亡ions，　 plural　simultaneous

equations 　are 　effective 　to　reproducc 　the　boundary　 conditions ．　 The 　exac 缸tud ¢ of 　tllc　s31utio コ is　 ihcrea8ed　by　 adopting

several 　 elementaly 　 801utions 　in　conbinatien 　witb 　the　boundary　conditiolis ．　 It　is　 colljectured 　that　the　 error 　becomes 　within

5percent 　by　the　program 　prcsented 　except 　the　 cerner 　of 　the　problem ．　 Th 酊 e　 still　 re皿 aiエls　thc　insuMciellt　exa （丈itude　Gf
the　 so ！ution 　in　the　 corner 　of 　the　problemt 　but　the　 superpDsition 　of 　the　 eremcritary 　sDlutiolls 　is　useful 　on 　arbitrary 　shaped

two　dimensional　elasticity 　problems ．
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